4° Niech k = 6. Z wlasnoici 10, 11, (*), (**) wynika, Ze wicloScian z szefciokatem moze
zawiera¢ tylko jeden szesciokat, przy czym wieloscian ten moze mie¢ 2k—3 = 9 lub

2k—2 = 10 wierzcholkéw. Jezeli zalozymy, ze wieloscian z szeSciokatem ma 9 wierzcholkow, to
otrzymujemy wielosciany przedstawione na rysunkach 5a i 5b —sg one rozne. Jedyny
wicloscian majacy 10 wierzcholkéw przedstawiony jest na rysunku Sc. Wszystkie te

wielosciany moina otrzymaé przez ,,obcigcie” wieloscianu z dwoma pigciokgtami

(rys. 5d, e, f).

@@ @@®

a)

5° Pozostal do rozpatrzemia przypadek, gdy & = 7. Z wlasnosar 10, 11, (*), (°*®) wynika,

ze wicloscian z siedmiokatem ma 2k—2 = 12 wierzcholkow. Po przeprowadzeniu konstrukeji
analogicznych jak w punkcie 3° otrzymujemy dwa roine wielosciany, przedstawione na
rysunkach 16a i 16b. Wiclosciany te takze mozna otrzymac przez ,,obcigcie” wieloscianow

z szesciokgtem (rys. 16c i 16d).

Omowilismy wszystkie wielosciany z 3, ..., 7-katem. Z wlasnosci 10, 11, (*), (**) wynika,

#e nie isinigja inne wielosciany z trzema powtorzeniami. Znalezlismy 10 klas wieloscianow, |

c) Zauwazmy jeszcze, ze kaidy wieloscian z k-katem moina otrzymac przez ,,obcigcie” pewnego
wieloScianu z (k—1)-katem, a wigc kazdy wieloician z trzema powtdrzeniami mozna }

d) otrzymaé przez ,,obcinanie” czworoicianu, otrzymujac po drodze wylacznie wielosciany A

Sive. 6 ' z trzema powtorzeniami, |
, 4

O liczbach p-adycznych Mgr Krystyna WOJTKOW‘

Zanim bedziemy mogli powiedzie¢, czym sq , liczby p-adyczne”, przypomnimy pewne
podstawowe wiadomodci o ,,zwyklych” liczbach. Juz w pierwszych klasach szkoly podstawowej
uczg nas rachunkow na liczbach naturalnych 1, 2, 3, ... (obecnie nawet 0, 1, 2, 3, ...). Po )
dodawaniu przychodzi kolej na odejmowanie. Dowiadujemy si¢, ¢ m—n to taka liczba, ktéra
dodana do n daje m. Wyrazamy to (nie w szkole podstawowej, rzecz jasna) wzorem '

8] m—n=k < m=k+n.

Wzor (1) mozemy traktowaé jako definicje symbolu ,,—" znaku odejmowania albo jak kto
woli, definicje operacji odejmowania. W pierwszych klasach szkoly podstawowej ucza nas,
Zze wzor ten ma sens tylko gdy m = n. Nic dziwnego: w zakresie liczb naturalnych nie ma
takiego k, ze m < n i m = k+n. Przychodzi jednak wreszcie dzied, w ktdrym pani
nauczycielka mowi: cieszcie sie, dzieci, bo od dzi§ bedziecie mogli odejmowacé wigksze od
mniegjszego. Ograniczenie m = n we wzorze (1) przestaje obowigzywac. Nie wzbudza to
zadnego protestu z naszgj sirony, poniewaz z liczbami ujemnymi stykamy sie w Zyciu ;
codziennym doé¢ czesto (szczegdlnie w zimie!) i nawet nie przychodzi nam do glowy, Ze ktoé d
mogl kiedy$ powaZnic sadzi¢, ze nie moze by¢ nic mniejszego od zera.

Bardzo podobnie jest z ulamkami. Uczymy sig, ze ,,podzielic liczbe a przez 4" znaczy
wznalezé ¢ takie, ze a = be". Dopoki ,liczba™ znaczy dla nas ,liczba calkowita”, nie zawsze
mozemy taka liczb¢ ¢ znalezé. Gdy zas chcemy, by wzor

(2) a:b=c < a=bc

byl prawdziwy zawsze (gdy b # 0), musimy wprowadzi¢ ulamki. Mowimy po prostu, ze :
wz6r (2) obowiazuje dla wszelkich liczb (byle nic dzieli¢ przez 0). Tu takze nikt nie protestuje
przeciwko takiemu rozszerzeniu zakresu stosowalnosci wzoru definiujacego iloraz, a co za
tym idzie, przeciwko nieco beztroskiemu rozszerzeniu pojecia liczby (filozof powiedziatby:
dotaczamy nowe desygnaty) i teraz ,liczba™ znaczy dla nas naprawde ,liczba wymierna™




Niezrozumiale opory wywoluje dopiero przediuzanie waznosci wzoru

(3) F=awx=Va"
z nieujemnych na wszystkie a. Wytaczamy tu argumenty, #e , przeciez nie ma fakiej liczby x,
2e x* = —1, bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej roinej od zera jest dodatni”, zapominajac -

o tym, jak drwiaco potraktowali§my rozumowanie ,,nie ma takiej liczby, ktéra dodana do 2

daje 1, jako, Zze dodac znaczy powiekszyc”.

Nazwa ,liczba rzeczywista” jest tak sugestywna, ze nasz umyst wzbrania si¢ przed uznaniem

za , prawdziwe" rowniez i innych liczb. A liczby zespolone (ktore powstaja w wyniku

stosowania wzoru (3) dla wszystkich a) sa, na dobrg sprawg, punktami plaszczyzay, co do

ktorych nie mamy watpliwosci, Ze istnieja ,,naprawde”. Dlaczegdz punkty linii prostej mamy
- prawo uzna¢ za liczby, a plaszczyzny nic?

Z tej przydlugiej historii wylania si¢ taki moral: ,,nowe” liczby bardzo czesto powstajg

w wyniku bezceremonialnego obalania barier stosowalnodci pewnych regul czy wzordw.

Czytelnik zauwazyl zapewne, Ze nie opisalismy, jakie baricry obalamy przy przechodzeniu

od liczb wymiernych do rzeczywistych (ktére obejmuja liczby wymierne i niewymierne).

Starozytni Grecy mowili: nie ma takiej liczby x, ze x* = 2, bo gdyby byla i wynosila p/q,

to ... (tu nastgpuje spryine sprowadzcenie do niedorzecznosci). Umowmy sie, ze az do

odwolania liczbami nazywamy ulamki 2 {p, g — calkowite) i tylko one. Ciagg liczb
q

4) 14 1,41 1414 14142

nie jest zbiezny (Czytelnik domysla si¢ zapewne, jaki ciag mamy na mysli), choé jego wyrazy
sg coraz bliisze siebie, zageszczajg sic wokol czegos, co gdyby bylo liczba, dawaloby
i w kwadracie 2. Gdyby zbior liczb (przypominamy o naszej umowie!) nie byl , dziurawy™,
' nasz ciag mialby granice i oznaczylibysmy ja przez }/f Ale ¥2 nie jest liczba {umowa
:& jeszeze stoi!), tylko Blizej Nieokredlonym Tworem Naszego Umystu. Pora zatem
przezwyciezy¢ gnusnos¢, wydac¢ walke wstecznictwu i uznac V2 za liczhe. Zrywamy z umowa.
Dekret nr 1. Na iyczenie szerokich mas matematykow ustanawia si¢ granice dla ciagu (4).
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Ebry dzielen i 4. Gy i_.;“  Dekret nr 2. W celu ulatwienia Zycia obywatelom oraz dla latwiejszego wprowadzenia pojec
wige dla pewny vitych analizy matematycznej, tak niezbednej w dzisiejszym $wiccie, ustanawia si¢, co nastepuje
_ "‘f;“““‘“‘“-'i" s a) kazdy zageszczajacy sie cigg liczb wymiernych ma granice. W rozumieniu ninicjszego
:.:.-,_:nl,.:r.:!w\ ity deitlenity poror S ioxbda dekretu ,,zageszczajacym si¢” jest kazdy ciag liczb wymiernych spelniajycy warunek
sifony e} réwnodci, belvhy rdwne, Jednakis Cauchy'ego;
Biezba 14 + 197 mote daé resaty 2, D, 3 b) ciag a, ma t¢ sama granice, co b, wtedy i tylko wtedy, gdy ay, by, ai, bz, as, bs, as, bs, ...
:'ﬂ:l. }l..-..f.l.-.\ 4. Reszty z driclenin kadde) tez jest ciggiem zageszczajacym sig;

¢) nie zabiera si¢ granic ciagom, ktore byly zbiezne przed wejiciem w Zycie niniejszego

spelniajace da ynanie. Znapc podstawos dﬂkmlu;

Wissnodci kongruencji motna o rozuMoV d) granica ciagu (4) bedzie oznaczana przez 1,41421356... i podobnie bedzie si¢ oznaczaé inne
:?f.’ 3 :,’:F ‘f__._ DR granice wprowadzone przez niniejszy dekret.

l'_,'.; PR = ¢ e 0.2 Dekret nr 2 mozna nazwa¢ Dekretem 0 Wprowadzeniv Liczb Niewymiernych., Widzimy,

b ~2 przysiowaloby de modulo. $ 7e liczby niewymierne powstaja w wyniku uznania za zbicine ciagdw, ktore nie sa,

£0 jest. miemoilive a ,powinny by¢" zbiezne.

Przypatrzmy sie blizej pojeciu ,,zag¢szczajacego si¢” ciggu liczb wymiernych — czyli ciagu
spelniajacego warunek Cauchy'zgo. Liczby 6,74682005149 i 6,74682005973 sa dos¢ bliskie siebie,
gdyz ich kolejne cyfry rozwiniecia dziesigtnego dos¢ dlugo sig pokrywaja, albo inaczej:

ich roZnica 0,00000000824 ma na poczatku do$é duio zer. Jezeli dla liczb x i y przez

N(x, ¥) oznaczymy liczbe zer na poczatku w rdznicy x—y (zera przed przecinkiem nie
liczymy), to widzimy natychmiast, ze N(x, y) ma Scisly zwiazek z odlegloscia d(x, y) liczb

x i y na osi liczhowej:

(&) 10-¥e 9~ < d(x, y) < 10-%= 9,

Prawa nierowno$¢ jest prawdziwa tylko dla liczb, ktérych rdznica ma 0 przed przecinkiem

tj. liczby nie réznia sie wiecej niz o 1. Gdybysmy odleglosci miedzy liczbami mierzyli wzorem .
10-¥(=¥} gdy x—y zaczyna sig¢ na 0,...

1 gdy roZnica x—p jest wigeksza lub réwna 1,

(6) d(x,y) = {

to prawie wszystkie odleglodci zostalyby zmienione, ale zachowalaby si¢ bardzo istotna

z naszego punktu widzenia wiasno$é: blisko poloione liczby nie ,rozjechalyby si¢™ w zupelnie
rozne strony. Ujmujac to precyzyjniej: ciagi spelniajgce warunek Cauchy'ego wzgledem
odleglosci wyrazonej wzorem d(x, y) = |x—y| spelnialyby warunek Cauchy'ego i wzgledem

nowej odleglosci:
\/ /\ /\ dan, as) < €

OD<e ma me>mak>ng

Wynika z tego, ze liczby niewymierne, wprowadzone przez sformulowany powyzej Dekret
nr 2, pokrywaja sie z tynii okreslonymi przez Dekret nr 2°, gdzie Dekret nr 2° ma (o samo
brzmienie, co Dekret 2, tyle e ciag zageszezajacy sie jest rozumiany w sensie odleghosci (6).

S
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Z podobietistwa tréjkqtow BEF i DEA omz

BEA i DEG mamy
L
AE — ED
skgd EF+ EG = AE3, c.and

AE

-

Opisana procedura da si¢ zastosowa¢ do dowolnych przestrzeni metrycznych i nosi nazwe
»uzupelniania”, poniewaz przestrzenia zupelng nazywamy takaq przestrzef metryczna,

w ktorej kazdy zageszczajacy sie cigg jest zbiezny.

JesteSmy juz blisko liczb 10-adycznych. W arytmetyce interesujemy si¢ czgsto teorig
podzielnosci. Dwie liczby catkowite m i n nazwiemy ,.bliskimi z punktu widzenia podzielnosci
przez potegi 10™ (krocej: bliskimi wzgledem odleglosci 10-adycznej), jezeli ich roznica ma
na koncu duZo zer. Dokladnie: odlegloé¢ 10-adyczna liczb caltkowitych m i n, to liczba
dyo(m, n)'= 10-N=n)_ gdzie N(m, n) oznacza liczb¢ zer na konicu roznicy m—n (jesli nie ma
zer na koncu, to oczywiscie N(m, n) = 0), Przykiadowo:

d10(956455, 1486455) = 10~* = 0,0001, d,0(25, 85640025) = 0,01,

d10(2630098716543, 2630098716544) = 10° = 1,

dio(l, 2) = dyo(l, 3) = ... = dio(l, 10) = 10° = 1, dyo(l, 11) = 0,1.

Czytelnik, kiory zajrzy na trzecig stron¢ okladki Delty nr 7/77, zrozumie lepiej, dlaczego
przy konstrukcji liczb niewymiernych patrzyliSmy na zera na przedzie, a teraz na zera

na koncu.

Rozpatrzmy teraz cigg liczb calkowitych

(7 5, 25, 625, 90625, 890625, 2890625, 12890625, ...

Nie wyjasnimy na razie, jaka regula rzadzi budowg kolejnych jego wyrazdw, procz tego,
Ze wystepujace w nim liczby maja coraz dluisze wspdlne koficowki. Odleglosci 10-adyczne sg
coraz mnigjsze. Ciag (7) spelnia warunki Cauchy’ego. Oczywiscie zadna liczba calkowita
ani rzeczywista nie moze by¢ jego granica. Ciag (7) nie jest zbiczny do zadnej liczby
rzeczywistej. Pora na wydanie madrych ustaw.
Dekret nr 3. Na Zyczenie szerokich rzesz matematykéw ustanawia si¢ granicg wzgledem
odleglodci dyo dla ciggu 7.
Dekret nr 4. W celu ulatwienia Zycia obywatelom zajmujgcym sig amatorsko lub zawodowo
teorig liczb, teoria podzielnodci i teoria form kwadratowych ustanawia si¢, co nastepuje:
a) kazdy zaggszczajacy si¢ cigg (w sensie odleglosci d,p) liczb calkowitych ma granicg;
b) ciag a, ma te sama granice co b, wtedy i tylko wtedy, gdy a,, b, a1, bz, a3, b3, as, bs, ... ...
tez jest ciagiem zageszczajacym sig;
¢) nie zabiera si¢ granic ciggom, ktore byly juz zbiezne uprzednio (choé takie byly tylko
ciggi od pewnego miejsca stale),
d) sposoby- oznaczania nowych granic wyjasnia przyklad: granice ciagu (7) oznaczymy
..... 12890625.
Jest to Dekret o Wprowadzeniu Liczb 10-Adycznych. Uzupelniaé go winien Dekret
o Dzialaniach Arytmetycznych Na Liczbach 10-Adycznych, ktorego tu w catosci przytaczac
nie bedziemy, a tylko pokaZzemy na przykladzie jak sie takie liczby dodaje i mnozy.
Widzimy, ze dzialania te odbywaja sie wedlug normalnych regut, z tym tylko, ze nasze liczby
mogg mie¢ na poczatku nieskoriczong ilo$é cyfr (znane Czytelnikom liczby rzeczywiste
moga mie¢ na koficu nieskoficzong ilosé¢ cyfr).
Znajdziemy kwadrat liczby a = ... 212890625, danej jako granica ciggu (7) — precyzujac
jednocze$nie, jak powstaja jego kolejne wyrazy. Mamy (rachunek na marginesie,
opuszczali$my miejsca nie majace wplywu na dziesigciocyfrowa koncowke) a* = ... 8212890625,
Wynik powyiZszego mnoZenia mozna interpretowaé tak: kwadrat liczby calkowitej, koficzacej sig
na 212890625 tez koriczy si¢ na 212890625. Mozna wykazaé, ze proces poszukiwania
kolejnych, coraz dluzszych, koncowek o podobnej wlasnodci da sie kontynuowa¢ ,,do
nieskonczonosci”. Istniejg dowolnie dlugie koficowki majace te wilasno§é. Dla Czytelnika,
ktory cheialby odnalezé sposob ich poszukiwania, mamy wskazowke: nastepna cyfra bedzie 8.
Teraz mozemy juz dokladnie powiedzie¢, jak zbudowany jest ciag (7) — jego wyrazami s3
liczby calkowite, bedgce koficowkami, ktére maja wlasnoéé niezmieniania si¢ przy podnoszeniu
do kwadratu.
Ciag (7) spelnia warunek Cauchy’ego wzgledem odleglodci d,,, jest wigc zbiezny, bo tak
postanowil Dekret nr 3 bedacy zreszta fragmentem Dekretu nr 4. Jego granica jest pewna
liczba 10-adyczna a. Z przedstawionych rachunkéw wynika od razu, ze a* = a. Roéwnanie
x*—x =0 ma wéréd liczb 10-adycznych co najmniej trzy pierwiastki: 0,1,i....212890625.
Startujac z koncowek 6, 76, 376, ... mozemy w ten sam sposdb znaleié jeszcze jeden
pierwiastek (innych juz nie bedzie).
Teorie podzielnosci przez liczby zlozone mozemy ,,zlozy¢” z teorii podzielnosci przez liczby
pierwsze i to jest gléowny powod tego, Ze najwazniejsze sq liczby p-adyczne, gdzie p jest liczba
pierwsza. Jak wypowiedzieé, Ze liczby calkowite m i n sq ,,bliskie z punktu widzenia
podzielnosci przez potegi pewnej liczby pierwszej p”, inaczej: bliskie wzgledem odleglosci
p-adycznej ? Nalezy te liczby zapisa¢ w ukladzie o podstawie p i spojrzec, ile zer na koricu
ma roinica m—n. Przykladowo, zapiszemy liczbe 2129 w ukladzie siddemkowym: ‘
2129:7 = 304 i reszta 1,

304:7 = 43 i reszta 3,

43:7= 6 i reszta 1,

6:7= 01 reszta 6.
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Preckatna szeicianu przechodrjea przez
wicrzcholki A i B jest traykrotng osia symetril.
Innymi stowy, obrédt szescianu wokdl tej
przekgtnei o 120° niczego nie powinien
amienial. Biorae pod uwage to, #c natglenia
pradow plynacych pries posesvegdlne
krawedzie sq wyznaczone jednoznacie,

z symetrii ukladu jako jedyny moiliwy
rorkiad natgien otravmuojemy rozklad
pokazany na rysunku Lwrbimy uwage, e
nateenin pradow plynagey
krawegdzie sy jednakowe. Wynika
w punkcte 0 notgiénic poli mignetyoznego
od katdej pary precciwleglych
rowne zeru (pole od jedne) krawedsi jest
pracciwnie skierowane niz od

ch przcz przeciwlegle
stad, ze

krnwedzi jest

drugiej).
Poniewai krawedzie szescianu moina
pogrupowac w szeic takich par, wiee
calkowite natezenie pola rownied powinno byé
rowne zern: Oczywitcie natgzenie pradu oraz
dhugodé krawedzi nie maja Fnaczenia.
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Zapis liczby 2129 w ukladzie siédemkowym ma posta¢ 6131; cyframi tego zapisu sa
otrzymane przez nas reszty. Podobunie obliczymy, Ze 365 ma zapis sibdemkowy 1031, wiec

1
Ay L S
d:(2129, 1031) = 7% = L
liczba ,,dwa tysiace sto dwadzieicia dziewieé” jest odlegta w 7-adycznym sensie od liczby
nirzysta szesc¢dziesiat piec” o nieco wiecej niz dwie setne.
WidzieliSmy juz przy konstrukeji liczb niewymiernych, ze mierzenic dystansu miedzy liczbami
liczba wspoélnych zer roinicy wprawdzie zmienia prawie wszystkie odleglosci, ale pozostaje bez
wplywu na zbieznos¢ ciagédw —i to pozwalalo dostrzec silne analogie miedzy trescia
Dekretu nr 2 a Dekretu nr 4. Wyrazajac sic nieco dokladnicj: liczby p-adyczne powstaja
W wyniku przejscia granicznego do$¢ podobnego charakteru jak przejicic graniczne
prowadzace do liczb niewymiernych.
Wprowadzenie liczb catkowitych 7-adycznych odbywa si¢ dzieki Dekretowi nr 4 w wersii
sibdemkowej. Z punktu d) tego Dekretu wynika, ze kazda liczba 7-adyczna ma zapis
postaci np, ..... 356143206 (przypomina on, Ze liceba ta jest 7-adyczna granica ciagu
6, 206, 3206, 43206, 143206, 6142306, .....— wyrazy ciagu sa zapisane w ukladzie
siddemkowym; w ukladzie dziesigtkowym mielibysmy 6, 104, 1133, 10737, ...). Przy
zapisywaniu liczb np. 11-adycznych musielibySmy mie¢ dodatkowy znak na cyfre ,,10"
(nie: liczbe 10). Przypomina to sytuacje, z jaka zawsze mamy do czynieniza w ukladach
niedziesigtkowych.
Zbidr “catkowitych liczb p-adycznych oznaczamy przez i.. Sa w nim okreslone dzialania
dodawania, odejmowania i mnozenia. Okazuje sie, Ze gdy p jest liczba pierwsza, to mozna

s . " 4 e M " K. g
okresli¢ wymierne liczby p-adycine jako ,ulamki” —, pdzie m, ne Z, i n # 0 — zupelnie
n

podobnie jak ze zwyklych liczb calkomtych tworzymy ulamki znane ze szkoly, Zbidr liczb
wymiernych p-adycznych oznaczamy przez Q, Okreslone w nim cztery zasadnicze dzialania
arytmetyczne pod!ega_mh wszystkim podstawowym prawom ,,zwykle]” algebry. Widzielismy juz,
Ze w zakresie liczb z Z,, wielomian mogl mie¢ wiccej pierwiastkéw niz wynosi jego

stopiefi — trudno byloby to uznaé za rzecz normalng. Podobnego charakteru anomalie
sprawiaja, ze przy m zlozonym liczby m-adyczne nie s tak mile jak przy m bedacym liczby
pierwsza. Wspominalimy juz o tym, Z¢ utamki liczb m-adycznych mozna tworzyé tylko

przy pierwszych rm. Gdy m jest liczba p:erwaza, mozemy liczby m-adyczne dodawac,
odejmowaé, mnozy¢ i dzielié. Podzielimy w Q-,. liczbe 103 przez 346. Zwracamy uwage, Ze 163
oznacza tu zapis siodemkowy pewnej liczby (jakiej? Takiej: 1- 72467+ 37°, cayli

piecdziesiat osiem). Kaida liczba calkowita x jest p-adyczna (jest p-adyczng granica ciggu
stalego: x, x, x, x,...). Zaczynamy od szukania ostatniej cyfry ilorazu, Metoda préb
znajdujemy, Ze jest nia 4. Posuwamy sie wiec dalej w sposob podobny jak przy zwyklym
dzieleniu.

Ilorazem jest liczba 7-adyczna, koriczaca sie na ....064. Liczby wymierne p-adyczne moizna
zapisywa¢ w postaci dziesietngj podobnie jak ,,zwykle” liczby wymierne. Przykladowo,

64
liczba 0,64, wyrazajaca np. ulamek p-adyczny 106" odpowiada zapisowi

0p°+6p~'+4p~2. PoniewaZ z liczbami p-adycznymi jest zawsze na opak (znow Delta nr 7/77),
wigc Czytelnik nie powienien si¢ dziwi¢, ze w zapisie p-adycznym liczb wymiernych po
przecinku moze wystepowaé tylko skoﬂczgna liczba cyfr, za to przed przecinkiem — nieskonczona
lub skoriczona, rzecz jasna. W zbiorze Q, umiemy réowniez mierzyé odleglodei: jak i w 2,
patrzymy na liczbe koncowych zer réinicy danych liczb.

Otrzymana przestrzefi metryczna ma wiele dobrych wlasnosei, chocby te, e kazdy ciag
Cauchy’ego jest zbiezny albo 7e z kazdego ciggu ogz;aniczonego mozna wybra¢ podcigg
zbiezny. Rowniez pod wzgledem wiasnesci odlegloéci O, przypomina nieco R. Do cial p-adycznych
moZemy w sensowny sposob przenosié prawie wszystkie pojecia analizy matematycznej,

a z algebraicznego punktu widzenia O, ma bardziej uporzadkowana budowe niz troche bezladnie
(podkreslamy, z algebraicznego punktu widzenia) skomponowany 2bidr liczb rzeczywistych.

Na przykiad taki problem matematyczny, jak poszukiwanie pierwiastkow wymiernych

rownai kwadratowych jednorodnych wielu zmiennych jest do$¢ trudny, ale moina go

rozlozy¢ na dwa prostsze: poszukiwanie pierwiastkoéw rzeczywistych i p-adycznych. Jest to treéé
twierdzenia Minkowskiego-Hasse. Liczby p-adyczne istniejg ,,rOwnie dobrze” jak

niewymierne (a takze jak zespolone, a nawe! wymierne i calkowite), a wydaja sie dziwne,

bo w Zyciu codziennym spotykaja si¢ z nimi tylke matematycy.
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