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Niech teraz p,, ..., p. bedzie ciagiem liczb spelniajacych zalozenia twierdzenia Jensena.
Wykazemy nast¢pujacq nierownosé:

Nieréwnoé¢ dla Sredniej geometrycznej. Dia dowelnych xy > 0, ..., x, > 0: x51 ... xIa<

< p1Xy+ ... +PaXa przy czym réwnosé ma miejsce tylko wiedy, gdy x, = ... = x,.

Dla dowodu wystarczy obraé liczby 1, (1 < i < n) tak, ze x;, = 101 i zastosowaé nieréwnosé
Jensena do funkcji wykladniczej r — 10* wypuklej w dol w calym zbiorze liczb rzeczywistych.

: 1 . ) L
Zauwaimy, zedlap, = ... = p, = -~ otrzymujeny nieréwnoséy x; - ... x.é?(xl+ ... +x,), ktora

orzeka, Ze Srednia geometryczna skoriczonego ukladu liczb nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Mozemy teraz latwo udowodni¢ nastepujgce:

Twierdzenie (maksimum iloczynu przy stalej sumie) Jesli suma n liczb dodatnich

X1, -.ey Xu jest stala, to iloczyn xix ..., xin gdzie q,, ..., g, sq dowolnymi liczbami dodatnimi

x
ma najwigkszq wartosé¢ wtedy i tylko wtedy, gdy o, =,
q1 gn
Dowbd: Polézmy ¢ = X1+ ... +%u, @ = @1+ ... +4u; stosujac nieréwnos¢ dla srednicj
E ; xy\q X, \@n c x; \au Xn \n c\e
geometrycznej otrzymujemy: |— g ... | — ¢ < —,stad [—]) ... |- <{—]:
3 Gn q g qn q

iloczyn x{: ... xin jest najwickszy, gdy najwickszy jest iloczyn po lewej stronie ostatniej

x X,
nierdbwnodci, a wiec gdy -, -,

U'H Gn
Dowdd twierdzenia podanego nizej przebiega podobnie.
Twierdzenie (minimum sumy przy stalym iloczynie). Jezeli iloczyn x§: ... xin jest staly, to
Xn

X
suma xy+ ... + X, ma najmniejszq wartosé, gdy L=l =

q1 Gn
Przykiady.
a) Sposrdd wszystkich trdjkqtow o danym obwodzie wyznaczyé tréjkgt o najwigkszym polu
Niech 2p bedzie obwodem trojkata o bokach x, y, z; kwadrat jego pola jest dany wzorem Herona:
P(p—x)(p—y)(p—2). Poniewaz (p—x)+ (p—y)+(p—2) = pip—x > 0,p—y > 0,p—2z> 0,
zatem iloczyn (p—x)(p—y)(p—z) jest najwigkszy, gdy p—x = p—y = p—z, a wigc '
rozwigzaniem zadania jest trojkat rObwnoboczny.
b) Sposréd wszystkich prostopadlosciandw o danej objetosci wyznaczyé prostopadloscian
0 najmniejszym polu powierzchni. Niech v bedzie objgtoécig prostopadioécianu o krawedziach
x, », z. Pole powierzchni prostopadioécianu jest zatem réwne 2(xy+ xz+ yz). Poniewaz
(xy)(xz)(yz) = v* oraz xy > 0, xz > 0, yz > 0 zatem suma yx+ yz+ xz jest najmniejsza,
gdy xy = xz = yz, a wigc gdy x = y = z. Rozwigzaniem zadania jest szescian.
Proponujemy Czytelnikowi rozwigzanie podanych nizej zadan.
Zadania.
1) Znalei¢ najwigksza wartos¢ funkcji sinx +siny—sin(x + y) w trojkacie ograniczonym
osiami x, y i prostg x+y = 2x.
2) Sposérod wszystkich prostopadioscianéow o danym polu powierzchni wyznaczyé
prostopadloscian o najwigkszej objetosci.
2) Niech p, g beda liczbami dodatnimi. Znalezé maksimum funkcji (cosx)?(sinx)*
w przedziale {0, 2x).

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 166. Wyznaczy¢ najwigksza warto$¢ sumy liczb naturalnych x i y spelniajacych

roéwnanie 2x+ 5y = 70.

Rozwiazanie na str. 10

M 167. Na plaszczyznie dana jest prosta k oraz punkty A4 i B lezgce po roznych jej stronach.
Wyznaczy¢ na prostej k punkt X, dla ktérego |AX — BX| przyjmuje warto$¢ najwieksza.
Rozwiazanie na str 7.

M 168. Funkcja f jest okreslona na przedziale (0, 1) wzorem f(x) = x*(1 —x)*. Obliczy¢
najwigckszg wartos¢ tej funkcji.

Rozwigzanie na str. 11

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 55. Napiecie powierzchniowe na plaskiej granicy krysztatu i roztworu zalezy od orientacji
tej granicy wzgledem kierunkow krystalograficznych.

Napigcia powierzchniowe krysztalu pokazanego na rysunku, znajdujacego si¢ w roztworze
nasyconym tej samej substancji, z ktorej zbudowany jest krysztal, na wzajemnie
prostopadlych scianach wynosza odpowiednio oy, o, i ¢;. Krysztal znajduje si¢ w stanie
rownowagi termodynamicznej z roztworem, Nalezy wyznaczy¢ stosunek krawedzi afc.
Whplyw sily cigzkosci na krysztal i roztwor zaniedbujemy.

Rozwigzanie na str. 4



