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Pojecie srodka masy (tradycyjnie :z:wanego srodkiem ciezkosci) jest tak intuicyjne i jednoznaczne.
ze dosc trudno wyobrazic sobie celowosc wprowadzenia tu jakichkolwiek komplikacji.
Postaramy sie wlasnie to zrobic.
Rozwazmy na poczatek

Dwa zadania

1. Na osi liczbowej dane sa punktyx••...• x•. W kazdym z nich umieszczono mase
jednostkowa m = 1.ZnaleZC srodek ciezkosciXo.

2. Na osi liczbowej dany jest (skonczony) zbiór punktówX = {x ••...• x.}. Wyznaczyc
na osi punkt x~ tak. by suma kwadratów odlegloscix~ od punktów zbioruX byla mozliwie
najmniej sza.

Zadania te sa równowazne:Xo = x~. Rzeczywiscie. rozwiazanie zadania 1 polega na
wyznaczeniu punktuXo takiego. by suma momentów wzgledemXo mas umieszczonych
w punktach Xl byla równa zeru. tj. by zachodzila równosc

n

L m(x, -Xo) = O. czyli
i=1

(.)
n

L (Xl-XO) = o"
i= l

(..)

oczywiscie

Zadanie mozna oczywiscie rozwiazac ..

elementarnie: wspólczynnik przyx'
wynosi n, wspólczynnik przy x wynosi
2 ~XI. a wiec minimum osiagane jest,
w punkcie x~ =(2 ~ x,)/2n = ~ ~ XI., . n,

W przestrzeni l-wymiarowej przyjmujemy
XI = (xL .... xl>. W zadaniu l otrzymujemy
warunek formalnie identyczny z (o).
bedacy uklademI równan okreslajacych
niezalezne'I wspólrzednych punktuX ••

a w zadaniu 2 otrzymujemy sume l
trójmianów k"adratowych postaci
~ (xl-xIP. które minimalizujemy
niezaleznie.

Zadanie drugie sprowadza sie do znalezienia minimum trójmianu kwadratowego
n

S(X) = L (X,-X)2 (Xl -liczby. x - zmienna!).
i=l

Trójmian ten ma jedno minimum - jest to punkt. w którym jego pochodna wzgledeJIlx
n

s'(x) = 2 ) ...•(x,-X).•....•
i= l .

przyjmuje wartosc zero. a wiec punktx~spelniajacy warunek
n

L (x,-x~) = O.
i= l

Warunki (.) i (•• ) sa identyczne. co dowodzi równowaznosci zadanl i 2. Przy tym

1 n

Xo = X~ = -;;L x ••
i=l

a wiec rozwiazaniem kazdego z tych zadan jest srednia arytmetyczna liczbx••...• X ••

Okazalo sie wiec. ze w rozwazanym przypadku pojecie srodka ciezkosci pokrywa sie
z pojeciem sredniej (arytmetycznej). przy czym kazde z tych pojec mozna zdefiniowac jako
minimum pewnej funkcji.

W przestrzeni kartezjanskiej wielowymiarowej
sytuacja jest analogiczna. Mozna tu sformulowac odpowiedniki zadan 1 i 2. Nietrudno

udowodnic. ze zadania te sa równowazne (warto to zrobic). Wspólne rozwiazanie tych
zadan mozna - przez analogie z przypadkiem l-wymiarowym - nazwac srednia punktów
x••...• x•. Srednia jest wiec z definicji tym samym. co srodek ciezkosci i jest rozwiazaniem
nastepujacego problemu:

Dany jest zbiórX = {x ••...• x.}. Wyznaczyc punkt Xo taki. by suma kwadratów odleglosci
Xo od punktów zbioruX byla mozliwie najmniejsza.

W statystyce wystepuje inne jeszcze wazne pojecie. bedace - intuicyjnie - swego rodzaju
"srodkiem ciezkosci". Jest to

Mediana.

Nie bedziemy tu podawac ogólnej definicji tego pojecia. W sytuacji z zadan 1 i 2 mediana

bedzie kazdy taki sposród punktówX •• ze ilosc punktów lezacych na prawo od niego
mozliwie malo rózni sie od ilosci punktów lezacych na lewo od niego. Wyznaczenie median
jest w tym przypadku proste: jeslin jest nieparzyste. to mediana jest jeden ("srodkowy")
punkt X •• jesli zasn jest parzyste. to medianami sa dwa "srodkowe" punkty.
Zastanówmy sie teraz nad mozliwoscia uogólnienia pojecia mediany na przypadek
wielowymiarowy. Bezposrednie przeniesienie definicji nie jest tu oczywiscie mozliwe. bowiem
juz na plaszczyznie pojecia "prawo" i "lewo" traca sens. Mozna jednak spróbowac drogi
analogicznej. jak w przypadku uogólnienia pojecia sredniej: sformulowac problem znalezienia

mediany jako problem wyznaczenia minimum pewnej funkcji w taki sposób. by to drugie
sformulowanie przenosilo sie juz na przypadek wielowymiarowy.
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o 'x{x) zakladamy, ze wyraza sie przez
odleglosci punktux od elementów zbioruX

Kacik filatelistyczny (5)

Okazuje sie. ze jest to mozliwe. Rozwazmy bowiem na osi liczbowej ciag r6znych Dunkt6w
Xh x••...• x. oraz dowolny punktx i utw6rzmy wyrazenie

"
d(x) = L lx,-xi.

;=1

Jak latwo zauwazyc. funkcjad(x) jest ciagla oraz jest malejaca. gdyx jest mniejszy od

wiekszosci x, (bo wtedy wspólczynnik przyX jest ujemny). i rosnaca. gdyx jest wiekszy od
wiekszosci x" A to wlasnie oznacza. ze minimum funkcjid(x) osiagane jest w tych punktach
x" które sa medianami. Jesli jeszcze wezmiemy pod uwage fakt. zelx,-xi jest odlegloscia
punktów X oraz x" to stwierdzimy. ze mediana jest rozwiazaniem nastepujacego problemu:

Dany jest zbiórX = {Xh ...• x.}. Wyznaczyc punkt x, taki. by suma odleglosci punktux,
od punktów zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

A to sformulowariie przenosi sie juz na dowolna przestrzen wielowymiarowa, moze wiec
sluzyc jako definicja mediany w takiej przestrzeni.
Ale (la tym mozliwosci uogólnien wcale sie nie koncza. Zauwazmy. ze zarówno
w wielowymiarowym problemie sredniej. jak i wielowymiarowym problemie mediany.
operuje sie pojeciami zbioru,..punktu i odleglosci. Latwo wiec widac. ze oba problemy

. mozna sformulowac w dowolnej

Przestrzeni metrycznej
i - o ile problemy te maja rozwiazania - otrzymywac bardzo juz odbiegajace od intuicji
"srodki ciezkosci": srednie i mediany.
Mozna jednak posunac sie jeszcze dalej. Zauwazmy mianowicie. ze zar6wno wystepujaca
w problemie sredniej suma kwadratów odleglosci. jak i wystepujaca w problemie mediany
suma odleglosci sa pewnego rodzaju miarami rozproszenia zbioruX wokól punktu x.
Sa to funkcje bardzo specjalnej postaci. Mozna by pokusic sie o okreslenie inn>:ch jeszcze miar
rozproszenia i poszukiwanie ich minimów. Minima takie bylyby tez swojego rodzaju
"srodkami ciezkosci". Jak wiec widac. mozna droga kolejnych, uog61nien sformulowac
nastepujacy

Problem srodka cietkosci:
W przestrzeni metrycznej(A. Q) dany jest skonczony zbi6rX oraz miara rozproszenia
rx(x). X E A. Wyznaczyc minimum funkcjirx.

Rozwiazanie takiego problemu - o ile istnieje - nazwiemf srodkiem ciezkosci zbioruX
w przestrzeni (A. Q) wzgledem miary rozproszeniarx.

Tak rozumiane pojecie srodka ciezkosci jest nie tylko bezposrednim uog61nieniem pojec.
od kt6rych startowalismy. Powstaje ono r6wniez w naturalny spos6b w zastosowaniach
matematyki w naukach spolecznych. Ale o tym kiedy indziej.
,Problem: czy mozna podac na prostej taka metryke i taka miare rozproszenia. by
rozwiazaniem problemu srodka ciezkosci byla (a) srednia geometryczna. (b) srednia
harmoniczna? (Autor nie zna rozwiazania.)
Zadanie 1. Wyznaczyc srednie i mediany zbioruX zlozonego z punkt6w (O. O). (l. O). (O. l)
i (2.3) na plaszczyznie z metrykami: kartezjanska. miejska. kolejowa (por. Delta 1/1975).
Zadanie 2. Zbadac problem srodka ciezkosci na prostej ze zwykla metryka i miara
rozproszenia postaci

"
'~x(x) = L [Q(X. x,)]"'. IX > O.

;=1

Johannes Kepler (1571-1630), niemiecki
astronom i matematyk, sformulowal prawa
ruchu planet znane do dzis jako trzy prawa
Kepiera. Prawa te mialy zasadnicze
znaczenie dla zrozumienia ruchu cial
przyciagajacych sie silami grawitacyjnymi

i zostaly uzasadnione przez Newtona.Skonstruowal takze lnnete astronomiczna,
odmienna od lunety Galileusza.
Reprodukujemy znaczek wydany przez
Republike Dahomeju w roku 1971, na
którym obok portretu uczonego przedstawione
sa symboliczne orbity planet. Znaczki
poswiecone Keplerowi wydano takze
w Austrii (w roku 1953), Meksyku (1971),
NRD (1971), RFN (1971), i Rumunii (1971).
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