Srodki ciezkosci, $rednie, mediany
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Pojecie srodka masy (tradycyjnie zwanego érodkiem cigzkodci) jest tak intuicyjne i jednoznaczne,

ze dos¢ trudno wyobrazi¢ sobie celowos¢ wprowadzenia tu jakichkolwiek komplikacji.
Postaramy si¢ wla$nie to zrobié.

Rozwazmy na poczatek

Dwa zadania

1. Na osi liczbowej dane s3 punkty x;, ..., x,. W kazdym z nich umieszczono mase
Jjednostkowa m = 1. Znale#¢ srodek ciezkosci x,.

2. Na osi liczbowej dany jest (skoficzony) zbior punktéow X = {x,, ..., x,}. Wyznaczyé
na osi punkt x; tak, by suma kwadratéw odleglosci x; od punktéw zbioru X byla mozliwie
najmniejsza.

Zadania te s3 rOwnowazne: xo = x,. Rzeczywiscie, rozwiazanie zadania 1 polega na
wyznaczeniu punktu x, takiego, by suma momentéw wzgledem x, mas umieszczonych
w punktach x; byla rowna zeru, tj. by zachodzila réownosé¢

n

Z m(x;—xo) = 0, czyli
i=1

n
*) > (xi—x0) = 0.
i=1
Zadanie drugie sprowadza si¢ do znalezienia minimum tréjmianu kwadratowego
n
s(x) = Y i—x)*  (x; — liczby, x — zmienna!).
i=1

Tréjmian ten ma jedno minimum — jest to punkt, w ktérym jego pochodna wzgledem x
n
s(x)=2 E (xi—x)
i=1 -
przyjmuje wartos¢ zero, a wigc punkt x; spetniajacy warunek

(o) > xi—x) =0.
i=1

Warunki (*) i (**) sq identyczne, co dowodzi réwnowaznoéci zadan 1 i 2. Przy tym

n
I
i=1
a wige rozwigzaniem kazdego z tych zadan jest érednia arytmetyczna liczb x,, ..., x,.
Okazalo si¢ wigc, ze w rozwazanym przypadku pojecie §rodka cigzkosci pokrywa sie

z pojeciem Sredniej (arytmetycznej), przy czym kazde z tych poje¢ mozna zdefiniowaé jako
minimum pewnej funkcji. -

oczywiscie Xp = Xg =

2=

W przestrzeni kartezjanskiej wielowymiarowej

sytuacja jest analogiczna. Mozna tu sformulowa¢ odpowiedniki zadan 1 i 2. Nietrudno
udowodni¢, ze zadania te s3 rownowazne (warto to zrobi¢). Wspélne rozwigzanie tych
zadan mozna — przez analogi¢ z przypadkiem 1-wymiarowym — nazwa¢ érednig punktow
Xy ...y X Srednia jest wigc z definicji tym samym, co érodek cigzkosci i jest rozwiazaniem
nast¢pujacego problemu:

Dany jest zbiér X = {xy, ..., x,}. Wyznaczy¢ punkt x, taki, by suma kwadratow odlegtosci
Xo od punktéw zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

W statystyce wystepuje inne jeszcze wazne pojecie, bedgce — intuicyjnie — swego rodzaju
wSrodkiem ciezkosci”. Jest to

Mediana.

Nie bedziemy tu podawac og6lnej definicji tego pojecia. W sytuacji z zadan 1 i 2 mediang
bedzie kazdy taki sposréd punktéw x,, Ze iloéé punktéw lezacych na prawo od niego
mozliwie mato rozni si¢ od iloéei punktdw lezacych na lewo od niego. Wyznaczenie median
Jest w tym przypadku proste: jedli n jest nieparzyste, to mediang jest jeden (,,$rodkowy")
punkt x;, jesli za$ n jest parzyste, to medianami sg dwa ,,srodkowe’ punkty.

ZastanOwmy si¢ teraz nad mozliwoscia uogélnienia pojecia mediany na przypadek
wielowymiarowy. Bezposrednie przeniesienie definicji nie jest tu oczywiscie mozliwe, bowiem
juz na plaszczyznie pojecia ,,prawo” i ,lewo” traca sens. Mozna jednak sprobowaé drogi
analogicznej, jak w przypadku uogélnienia pojecia éredniej: sformulowaé problem znalezienia
mediany jako problem wyznaczenia minimum pewnej funkcji w taki sposéb, by to drugie
sformulowanie przenosilo si¢ juz na przypadek wielowymiarowy.
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Okazuje sig, Ze jest to mozliwe. Rozwazmy bowiem na osi liczbowej cigg réznych punktéw
X1, X3, ..., Xy Oraz dowolny punkt x i utwoérzmy wyrazenie
n
d(x) = Z | —x].

i=1
Jak latwo zauwazy¢, funkcja d(x) jest ciggla oraz jest malejaca, gdy x jest mniejszy od
wigkszosci x, (bo wtedy wspolczynnik przy x jest ujemny), i rosngca, gdy x jest wiekszy od
wigkszosdci x;, A to wlasnie oznacza, ze minimum funkcji d(x) osiagane jest w tych punktach
x;, ktore sa medianami. Jesli jeszcze weZmiemy pod uwage fakt, ze |x,—x| jest odlegloscia
punktow x oraz xi, to stwierdzimy, Ze mediana jest rozwigzaniem nastgpujacego problemu:

Dany jest zbior X = {xy, ..., x,}. Wyznaczy¢ punkt x; taki, by suma odleglosci punktu x,
od punktow zbioru X byla mozliwie najmniejsza.

A to sformulowanie przenosi si¢ juz na dowolng przestrzen wielowymiarowa, moze wiec
stuzy¢ jako definicja mediany w takiej przestrzeni. .

Ale na tym mozliwosci uogolnien wcale sie nie koriczg. Zauwazmy, Ze zardOwno

w wielowymiarowym problemie §redniej, jak i wielowymiarowym problemie mediany,
operuje si¢ pojeciami zbioru,-punktu i odlegloici. Latwo wiec widaé, ze oba problemy
mozna sformulowaé w dowolnej

B ol M. Moccyiskiey w Dok Przestrzeni metrycznej )

1/1975, 5/1975 i 8/1975. i — o ile problemy te maja rozwigzania — otrzymywaé bardzo juz odbiegajace od intuicji
»irodki cigzkosci” : srednie i mediany.
Mozna jednak posunaé si¢ jeszcze dalej. Zauwazmy mianowicie, Ze zarowno wystepujaca
w problemie Sredniej suma kwadratéw odleglosci, jak i wystepujaca w problemie mediany
suma odlegtosci s3 pewnego rodzaju miarami rozproszenia zbioru X wokoél punktu x.
Sa to funkcje bardzo specjalnej postaci. Mozna by pokusi¢ sie o okreslenie innych jeszcze miar
rozproszenia i poszukiwanie ich miniméw. Minima takie bylyby tez swojego rodzaju
nirodkami cigzkodci”. Jak wiec widaé, mozna droga kolejnych uogélnien sformutowaé
nastepujacy
Problem $rodka ciezkosci:

O ry(x) zakladamy, e wyraza si¢ przez W przestrzeni metrycznej (A, ¢) dany jest skoriczony zbiér X oraz miara rozproszenia
P prnkiy x od el bw zbioru X, (x), x € A. Wyznaczy¢ minimum funkcji ry.
Rozwigzanie takiego problemu — o ile istnieje — nazwiemy §rodkiem cigzkosci zbioru X
w przestrzeni (A, p) wzgledem miary rozproszenia ry.
Tak rozumiane pojecie érodka cigzkodci jest nie tylko bezposrednim uogblnieniem poje,
od ktorych startowaliSmy. Powstaje ono réwniez w naturalny spos6b w zastosowaniach
matematyki w naukach spolecznych. Ale o tym kiedy indziej.
Problem: czy mozna poda¢ na prostej takq metryke i taka miare rozproszenia, by
rozwigzaniem problemu $rodka cigzkosci byla (a) srednia geometryczna, (b) Srednia
harmoniczna? (Autor nie zna rozwigzania.)
Zadanie 1. Wyznaczy¢ érednie i mediany zbioru X ztozonego z punktéw (0, 0), (1, 0), (0, 1)
i (2, 3) na plaszczyinie z metrykami: kartezjafiska, miejska, kolejowa (por. Delta 1/1975).
Zadanie 2. Zbadac problem §rodka cigzkosci na prostej ze zwykla metryka i miarg
rozproszenia postaci

x(x) = i [o(x, x)l*, «>0.
i=1 R
Kacik filatelistyczny (5)

Johannes Kepler (1571—1630), niemiecki
‘astronom 1 matematyk, sformutowat prawa
ruchu planet znane do dzi$ jako trzy prawa
Keplera. Prawa te mialy zasadnicze

znaczenie dla zrozumienia ruchu cial
przyciagajacych sig sitami grawitacyjnymi

1 zostaly uzasadnione przez Newtona.
Skonstruowat takze lunete astronomiczna,
odmienng od lunety Galileusza.
Reprodukujemy znaczek wydany przez
Republik¢ Dahomeju w roku 1971, na

ktérym obok portretu uczonego przedstawione
84 symboliczne orbity planet. Znaczki
poswiecone Keplerowi wydano takze

w Austrii (w roku 1953), Meksyku (1971),
NRD (1971), REN (1971), i Rumunii (1971). -
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