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Prof. dr Dominik ROGULA

Algorytmy, obliczalno$¢ i rozstrzygalnos$¢

Przykladow algorytmoéw dostarcza w obfitosci arytmetyka — wykonywanie
dzialan podstawowych, wyszukiwanie liczb pierwszych itp. Jako inny przyklad
przytoczymy pewien algorytm rysowania na kartce papieru,

Niech operacjami podstawowymi bgda:

up — podnies$ rysik (tak by nie dotykatl kartki),

down — opus¢ rysik (tak by dotykal kartki),

move (a, b) — przesun (prostoliniowo) rysik do punktu o wspoéirzednych (a, b),
end — zakornicz.

Wowczas cigg instrukcji na marginesie przedstawia algorytm rysowania

znaku x o $rodku w punkcie (0, 0) i dlugosci ramienia a.

Intuicyjne pojgcie algorytmu jest do$¢ jasne: algorytm to zupelnie jednoznacznie
okreslona procedura, czyli sposéb post@powama Algorytm nie moze — w Zadnej
sytuaql, ktore_] dotyczy — pozostawiac¢ watpliwosci, czy dalej postapié tak,

czy inaczej. Musi tez jednoznacznie okresla¢ swe zakonczenie.

Poszczegdlne , kroki” algorytmu musza by¢ efektywnie wykonalne, dajac
zawsze ten sam wynik, przynajmniej w zakresie istotnym dla zadania, ktérego
algorytm dotyczy.

Mimo to, pojecie algorytmu jest na tyle pierwotne w ludzkim pojmowaniu
spraw tego §wiata, Zze nie oczekujemy, iz jaka$ uznana galaZ nauki dostarczy nam
jego Scistej definicji. Zamiast tego mamy szereg formalnych odpowiednikéw
intuicyjnego pojecia algorytmu.

Moéwiac o algorytmie, abstrahujemy od materialnej strony jego realizacji
(liczydlo, palce, napisy). Dlatego zamiast méwié o obiektach, ktérych dotyczy
algorytm, i o sytuacjach, w jakich obiekty te uczestnicza w kolejnych stadiach
algorytmu, mozemy mdwi¢ o znakach, ktére w jakikolwiek umowny sposéb
oznaczajg te obiekty i sytuacje. Algorytm widziany od tej formalno-lingwistycznej
strony, to dokladnie okre§lony przepis na dokonywanie zmian w ciagu znakow.
Przyjmuje si¢ przy tym, Ze zbidr znakéw dopuszczalnych w tych napisach

(czyli tzw. alfabet) jest skoniczony, same napisy sa skonczone, no i oczywiscie
opis regut okreélajacych algorytm tez jest skorficzony. Rodzaj znakéw alfabetu,
ani nawet ich liczba, nie sg przy tym istotne, a to wskutek mozliwosci
jednoznacznych i prostych przekodowan napisow.

Mozliwa jest takZe ,,arytmetyzacja” algorytméw. Majac dowolny alfabet
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moZemy rozpatrywac (nieskoriczony) zbidr sldw nad tym alfabetem, to znaczy
zbidér wszystkich skonczonych ciggdw utworzonych ze znakéw g; nalezgcych do 4.
Zbior stéw nad alfabetem A oznaczymy przez A*. Wprowadzajac do alfabetu A4
dowolne uporzadkowanie, np. takie Ze

A= {a,a,, ...

aGg<a=i<j,

mozZemy juz jednoznacznie uporzadkowaé zbiér A*. Stowa o tej same;j iloSci
znakow porzadkujemy w sposob leksykograficzny i umawiamy sig, ze stowo
krétsze jest zawsze wezesniejsze od diuzszego. Kazde stowo nad 4 ma wowczas
dokladnie okreslony numer k£ > 0, a kazdy taki numer wyznacza dokladnie
jedno stowo nad 4. Nadajgc stowu pustemu numer 0, otrzymujemy wzajemnie
jednoznaczng relacje migdzy ciggami znakéw a liczbami naturalnymi. Dzialanie
dowolnego algorytmu mozna wigc rowniez jednoznacznie przedstawic jako
przeksztalcenie liczb naturalnych.
Z pojeciem algorytmu wiaZe si¢ caly szereg pojeé pochodnych. Nalezy do nich
przede wszystkim pojecie funkcji obliczalnej. Niech 4, B beda alfabetami
i niech

f: A* 5 B*

bedzie funkcjg cze$ciowa (tzn. okreslona na ogot tylko dla niektérych stéw

nad A, nie koniecznie na calym zbiorze 4*). Funkcje t¢ nazywamy obliczalng,
jezeli istnieje taki algorytm, Ze dla kazdego s € A*, dla ktérego funkcja f jest
okreslona, wynikiem dzialania tego algorytmu jest f(s).

Podobnie okreslamy pojecie obliczalnoéci dla funkcji arytmetycznych f: N = N,
tzn. okreslonych w zbiorze liczb naturalnych i przybierajacych wartosci naturalne.
Z uwagi na mozliwo$¢ wzajemnego ,,przekladu” klasa formalno-lingwistycznych
funkcji obliczalnych wyznacza klas¢ arytmetycznych funkcji obliczalnych
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- Przepisy obliczeniowe, zawierajace

‘dzialania na dowolnych liczbach
~ reeczywistych, nie s3 algorytmami w sensie
~ okredlonym wyzej. Scifle rozumiane
‘dzinlania na dowolnych liczbach
w nie speiniaja bowiem warunku
efektywnosci, gdyt nie s3 wykonalne
‘w skoficzonej liczbie krokéw. Rachunki
i prayblizone sq oczywiicie algorytmizowalne,
‘ale wymaga to sprecyzowania sposobu
traktowania przyblited. Po takim zabiegu
praepis obliczeniowy staje si¢ algorytmem
_i whwezas daje sig reprezentowaé przez
_pewne operacje na liczbach naturalnych,

i vif:e versa. Mozemy wigc uznaé, ze mamy w gruncie rzeczy jedno ogdlne pojecie
pbhf:zalnoém funkcji. Dotyczy to takze funkcji wielu zmiennych, a to dzieki
istnieniu efektywnych wzajemnie jednoznacznych odwzorowan postaci

NxNeN, NxNxNe N

etc., pozwalajacych wzajemnie jednoznacznie odwzorowaé zbiory par,
tréjek, etc. liczb naturalnych na zbiér liczb naturalnych. Innym waznym
pojeciem jest pojecie rozstrzygalnosci predykatow. Predykat to nazwa
wlasnosci; zdanie orzekajace, Ze: ,,przedmiot x ma wilasno$é P”, zapisujemy
w skrocie jako P(x).
Predykat P o dziedzinie D nazywamy rozstrzygalnym, jezeli istnieje algorytm,
ktéry dla kazdego x € D pozwala rozstrzygnaé czy P(x), czy nie P(x).
O rozstrzygalnym predykacie mozemy méwié, ze wyraza on wlasno$é lub
relacje rozstrzygalna.
Majac zdefiniowane pojecie rozstrzygalnosci predykatu mozemy natychmiast
zdefiniowa¢ pojecie zbioru rozstrzygalnego. Mianowicie méwimy,
e zbior X < D jest rozstrzygalny (wzgledem D), jezeli predykat Py
zdefiniowany przez

Py(x) f% xeX
jest rozstrzygalny. Rownowazng definicje otrzymujemy korzystajac wprost
Z pojecia obliczalnosci: zbidr jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja charakterystyczna (réwna 1 dla elementéw nalezacych do zbioru
1 0 dla pozostalych) jest obliczalna.
Pojecie rozstrzygalnosci jest wigc szczegdlnym przypadkiem pojecia obliczalnoéci,
sprowadza si¢ ono bowiem do obliczalnosci funkcji o wartosciach
zero-jedynkowych (logicznych, badZ arytmetycznych).
Wszystkie powyzsze pojecia maja charakter nieformalny. Jednakze wszystkie one
moga byc¢ usci§lone. Oczywiscie uscislone pojecia zawsze réznia sie¢ od ich
pierwowzordw intuicyjnych. Za triumf teorii algorytméw mozna jednakze
uzna¢ fakt, ze dokonane na wiele réznych sposobdw uéciélenia okazuja sig
formalnie wzajemnie rownowazne. Takimi sa np. pojecia obliczalno$ci
w sensie Turinga, A-definiowalno$ci Churcha, p-rekursywnosci Kleene’go,
ogdlnej rekursywnosci 1 wiele innych.
Algorytm jest zawsze algorytmem czegos$, przepisem na wykonywanie
pewnego zadania, jak rozwigzywanie réwnania kwadratowego, tlumaczenie
programu z jezyka FORTRAN na kody wewnetrzne maszyny cyfrowej,
wykonywanie pewnych rysunkéw. W trakcie realizacji algorytmu nastgpuje
przeksztalcenie pewnej sytuacji wejSciowej w wyjsciowa, czyli ,,danych”
w ,,wyniki”. W sytuacji, kiedy algorytm jest narzedziem dziatania, a nie
obiektem studiéw, sama struktura algorytmu jest mniej wazna niz
wykonywane zadanie, czyli funkcja

dane — wyniki.

Kazda taka funkcja okres$lona przez wyniki realizacji pewnego algorytmu jest,
zgodnie z podanymi wyzej definicjami, funkcja obliczalna.

Takie okolicznoéci powoduja, ze oprocz tego rygorystycznego pojecia

algorytmu, ktére oméwiliSmy powyzej, celowe moze by¢ wprowadzanie pojegé
opartych na ztagodzonych wymaganiach co do zdefiniowania postgpowania

w kazdej sytuacji, ktora moze si¢ zdarzy¢ w trakcie wykonywania algorytmu.

W pewnych sytuacjach mozliwe s3 bowiem rdzne -warianty postgpowania,

ktére jednak réznia sie w sposéb nieistotny w tym sensie, ze prowadzg do tego
samego wyniku. Zdarza si¢ to juz w najprostszych dziataniach arytmetycznych:
np. instrukcja ,,oblicz sume liczb a, b, ¢” jest calkiem jednoznaczna, jesli

chodzi o wynik, lecz z punktu widzenia dzialan elementarnych algorytmem

nie jest, bo nie okresla kolejnosci poszczegdlnych operacji dodawania.
Dopuszczeme tego rodzaju swobody wyboru post@powanla w szczegolach

nie majqcych wplywu na wynik prowadz1 do rozszerzenia pojgcia algorytmu.
Postugujac sie tak rozszerzonym pojeciem algorytmu nalezy jednak pamigtac,

Ze jest ono rézne od pojgcia rygorystycznego, i ze ta réznica czasem moze okazac
sig wazna. Jezeli przez maszyne rozumieé¢ uktad, ktéry nie jest w stanie

dokona¢ wyboru — ani w spos6b przypadkowy, ani metodyczny — to maszyna
taka moze realizowac algorytmy tylko w sensie rygorystycznym.

Natomiast pojecia takie jak ,,zadanie algorytmizowalne™ (tzn. majgce

algorytm wykonywania), ,,funkcja obliczalna” itp. nie ulegaja zmianie

przy takim rozszerzeniu pojecia algorytmu. Kazdy bowiem algorytm rygorystyczny
jest algorytmem w sensie rozszerzonym, a kazdy algorytm w sensie rozszerzonym
mozna ,,przeoibi¢’’ na algorytm rygorystyczny, realizujacy t¢ sama funkcje.
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