
mala delta

Lepiej byc malym czy duzym?
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Jaka kulka
M Po- Ile gramów masy przypa-

asa wierzchnia I da na l cm2 powierzchni

kulka

o srednicy l cm
0,5 g3 cm2 0,17 g{cm2

kulka o srednicy 2 cm

4g12 cm2 0,33 g{cm2

Porównajmy sylwetke slonia z sylwetka myszy.
Dlaczego male zwierzeta sa zgrabniejsze od duzych?
Okazuje sie, ze wszystko tlumacza proste rachunki.
Oto dwie kulki z plasteliny - jedna o srednicy l cm,
druga o srednicy 2 cm. Przyjmujac, ze gestosc
plasteliny jest równa w przyblizeniu lg/cm3, obliczmy,
ile waza te kulki i jaka jest ich powierzchnia.
Oto odpowiednie wzory.

Objetosc kuli o promieniuR ;:::~-nR3•

Pole powierzchni kuli o promieniuR = 4nR2•

Dla pierwszej z kulekR = ~ cm, stad jej objetosc

jest równa ~ n' ~cm3 = ~n cm3• A wiec kulka ta ma

m'H:e ~ g ~ 0,5 g. Pole jej powierzchni jest równe

4n ~ cm2 = n cm2 ~ 3 cm2, Dla drugiej z kulek'

R = l cm, stad jej objetosc jest równa ~ ncm3• A wiec

kulka ta ma mase ~ n g ~ 4 g (8 razy wiecej niz
poprzednia). Pole jej powierzchni jest równe 4ncm2 ~

~ 12cm2 (tylko czterokrotnie wiecej niz poprzednio),
Wyniki obliczen zestawmy w tabelce, której ostatnia
rubryka informowac bedzie, ile gramów masy
przypada na lcm.2powierzchni danej kulki.
Wniosek: im mniejsza kulka, tym mniej gramów jej
masy przypada na centymetr kwadratowy powierzchni.
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Spróbujmy teraz wyjasnic, co by sie stalo, gdyby mala
mysz powiekszyc proporcjonalnie do wielkosci slonia?
Otóz na l cm2 powierzchni przekroju poprzecznego jej
kosci przypadaloby po tym zabiegu prawie stokrotnie
wiecej masy ciala!
A przeciez wytrzymalosc kosci na zlamanie jest
proporcjonalna do jej przekroju poprzecznego!
Mala mysz, dzieki swym malym wymiarom, moze byc
zbudowana lzej i zgrabniej. Male wymiary maja jednak
i swoje minusy. Gdy zalezy nam, by na mrozie stracic
jak najmniej ciepla, lepiej gdy na jednostke masy
przypada jak najmniej powierzchni. Tlumaczy to,
dlaczego zwierzeta zyjace w chlodniejszym klimacie sa
wieksze niz osobniki tego samego gatunku z okolic
cieplejszych.
A swoja droga, jakie to dziwne, ze swiat wOKólnas
nie jest wcale jednorodny - to, co male, rzadzi sie
innymi prawami niz to, co duze. A matematyka
przekonuje nas, ze gigantyczna malpa King Kong,
wielkosci sporego domu, to zupelnie nierealna fantazja.

~,'~;;~~~~~'#0~f:~"~:~:
':- ..:

'$' ~,~
.••"lF"

..c_~"·"'t··~~~~~:'"
,i?$j'P:.;

,"";i.,'Iif.:~.;"~". ,,).~:.
';~-'

Wycieczki po maksimach, minimach
i punktach przegiecia

Rys. 1. Czy alpinista jest na szczycie?
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Rys. 2. A teraz?
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"Burza szalala bez przerwy. Dwaj alpinisci byli juz
u kresu sil, ale krok po kroku pieli sie w góre. Snieg
zasypywal im oczy, a wiatr chcial zepchnac ich w doline.
Szli juz trzy godziny od obozu VII. Nagle droga pod
góre skonczyla sie. Mimo zadymki widzieli, ze przed nimi
tylko droga w dól. Byli na szczycie!". Alpinisci
rozumowali tak: skoro wszystkie drogi prowadza juz
w dól, jestesmy na szczycie. Czy to jest poprawne
rozumowanie? Zalezy to, niestety, od tego, co nazwiemy
szczytem (rys. l). Na pytanie postawione na rysunku 1
wiekszosc ludzi odpowie "nie", przeciwnie niz na
rysunku 2.
W matematyce odrózniamy pojecie "maksimum"
funkcji od jej "wartosci najwiekszej". Funkcja ma
maksimum w punkciex, jezeli blisko tego punktu nie ma
wartosci wiekszych, a "najwieksza wartosc" - jezeli
w ogóle nie przyjmuje wiekszych wartosci. Kazdy
wierzcholek górski tworzy maksimum (funkcji
"wysokosc"). Z wierzcholka nie ma drogi pod góre.



Wsród szczytów tatrzanskich tylko jeden jest
najwiekszy, ale sa funkcje, które przyjmuja swa
najwieksza wartosc w wielu punktach (rys. 3). Jeteli
zawezimyobszar, na którym rozpatrujemy funkcje,
mozemy dostac inna wartosc najwieksza. To zrozumiale,
te funkcja "wysokosc" kulminuje gdzie indziej w Tatrach
Polskich, calych Tatrach, a jeszcze gdzie indziej na
obszarze calej Ziemi. Przy ograniczaniu obszaru mote
sie nawet zdarzyc, te najwieksza wartosc funkcji w jednym
obszarze nie bedzie nawet maksimum w wiekszym.
Widzimy to na rysunku 4. Najwytsze wzniesienie
Rurytanii nie jest w ogóle szczytem dla Gwirejczyków.
Ale przy dowolnych zmianach granic kaMy szczyt
zostanie szczytem. Rys. 3. Te dwie góry maja te same wysokosci.

Rys. 4.

Rys. S. Przelecz-siodlo.

Domyslamy sie, ze funkcja osiaga minimum tam, gdzie
wokól nie ma wartosci mniejszych. Skoro "szczyt
górski" to maksimum, to z pewnoscia "przelecz" to
minimum? Pozornie utwierdza nas w tym przekonaniu
rysunek 5. Ale przeciez z przeleczy górskiej nie
wszystkie drogi musza prowadzic pod góre. Spójrzmy
na rysunek warstwicowy przeleczy. Mozna z niej isc
do góry, na dól a nawet poziomo. Taka przelecz
tworzy punkt siodlowy. Sa i przelecze z wlasnoscia
"minimum" (na przyklad przelecz miedzy dwoma
wierzcholkami Lubania nad Kroscienkiem). Motna by
je nazwac "dolkami".
W lagodnych górach w okolicach wierzcholka stok jest
prawie poziomy, ale nie zawsze splaszczanie sie terenu
zwiastuje bliskosc wierzcholka. Moze to byc tylko

punkt przegiecia funkcji (rys. 6). tp
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Maksima i minima nosza wspólna nazwe ekstremów funkcji. To bardzo wazne pojecie. KaMego z nas interesuje
osiagniecie maksymalnych efektów przy minimalnym (a nawet najmniejszym) nakladzie pracy i nie ma w tym nic zlego.
Minimów funkcji szuka i Natura. Ciala poruszaja sie po najkrótszych torach, choc w warunkach zaklócen niekoniecznie
sa to linie proste, banki mydlane staraja sie zawrzec maksymalna objetosc w minimalnej powierzchni, promienie
swietlne wybieraja najkrótsze drogi. Niemal w kaMym dziale fizyki znajduje zastosowanie zasada minimum
(sformulowana w polowie zeszlego wieku przez matematyka irlandzkiego Williama Rowana Hamiltona). Ta zasada
mówi, te Natura dziala w taki sposób, by pewna (scisle okreslona, rzecz jasna) calka osiagala minimum. Jest to chyba
najpotetniejsza pojedyncza zasada nauk scislych. '
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