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Rys 1.

Wielosciany z minimalng iloscig powtorzen (1)

Malgorzata ZALEWSKA

W artykule tym zajmowac si¢ bedziemy wieloscianami wypuklymi. Ustalmy najpierw
terminologi¢. Bedziemy mowili, ze $ciany wieloscianu sg tego samego rodzaju, gdy maja te samg
liczbe bokéw. Jezeli oznaczamy liczbe Scian wieloscianu %~ przez s(#") a liczbe rodzajow $cian
przez r(%") to s(¥#")—r(#") nazywac bedziemy iloScia powtorzen w tym wieloscianie.

Jak mozna wykazaé, kazdy wieloscian ma dwie Sciany tego samego rodzaju. My udowodnimy
nawet wigcej — a mianowicie: dla kazdego wypuklego wieloscianu %~

(W )—r(#) = 3.

Dowdd: Zalézmy, ze w danym wieloscianie %~ $ciana o najwigkszej liczbie krawedzi. jest
k(%) — kat. Scian w tym wieloscianie musi by¢ co najmniej k(#°)+1 (gdyz k(%) — kat moze
mie¢ co najwyzej jedng krawedz wspolng z kazda inng Sciang) wigc

(W) = k(#)+1.

Rodzajow §cian moze by¢ co najwyzej k(%) —2 gdyz i-kqt moze by¢ Sciang tego wieloscianu tylko dla
i=3,4,. ., k(W) wicc r(#) < k(#)—2. Stad

s )—r(W) = k(W)+1—(k(#')-2) = 3.

A wiec w kazdym wieloscianie s co najmniej trzy powtorzenia.

Postaramy si¢ teraz znalez¢ wszystkie (z dokladnoscia do homeomorfizmu, zachowujgcego
wierzchotki i krawedzie) wielosciany z trzema powtdrzeniami. Inaczej mowiac bedziemy szukaé-
reprezentantoéw wszystkich klas wieloscianéw, przy czym dowolny wieloscian z danej klasy
mozna przeksztalci¢ na dowolny wieloscian z tej samej klasy za pomocg homeomorfizmu,
zachowujacego wierzchotki i krawedzie, Do tej samej klasy naleza wieloSciany majace Sciany tego
samego rodzaju utozone w ten sam sposob, np. wielosciany na rys. 1. Wielosciany na rys. 2.
naleza do dwach réznych klas, mimo ze majg $ciany tego samego rodzaju. Sq one ulozone

w rozny sposob.

Rys 2.

Wielosciany z trzema powtérzeniami majg wiele ciekawych wlasnoéci. Zaznajomienie sie z nimi
pozwoli nam na znalezienie wszystkich klas tych wieloicianéw. Przytoczymy teraz te wlasnosci
wraz z niektorymi dowodami.

Poniewaz dalej bgdziemy zajmowac si¢ tylko wieloicianami z trzema powtorzeniami, mowiac
»wieloscian™ bedziemy mieli na my$li taki wlasnie wielodcian. Przyjmijmy, Zze wieloscian, w ktorym
§ciang o najwigkszej liczbie bokow jest k-kat, nazywac bedziemy ,,wieloécianem z k-katem”.
Mowiac ,,jedyny wieloscian” mamy na mysli jedyny z dokladnoscia do homeomorfizmu,
zachowujgcego wierzcholki i krawedzie.

Wiasnosci wieloscianéw

1. Dla wszystkich i = 3, 4, ..., k wieloscian z k-katem zawiera $ciany, bedgce i-katami.

2. W wieloscianie z k-katem kazda sciana ma krawedZ wspolng z k-katem.

3. W wielodcianie z k-katem dokladnie jedna $ciana nie ma krawedzi wspolnej z (k-1)-katem.

4, W wieloécianie zawierajagcym co najmniej dwa k-katy (oznaczmy je A; ... Ax i By ... By):

(a) wiclokaty te maja wspolng krawedZ (przyjmiemy, ze A; = B;, A; = B;),

(b) Sciany zawierajace krawgdzie A, A, i BBy oraz A;A; i A2B; sa trojkatami.
Dowaod (a) wynika bezposrednio z wlasnosci 2. Przy dowodzie (b) z tej samej wiasnosci
whnioskujemy, Ze istnieje $ciana zawierajaca krawedzie AyA;_; i BiBi_, (rys. 3). Sciana ta ma dwa
punkty wsp6lne ze §ciang zawierajaca krawedzie 4,4, i 4, B, w takim razie $ciany te majg wsp6lng
krawedZ A, B, czyli Sciana zawierajaca krawedzie 4,4, i A, B, jest trojkatem A, A B,.
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5. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat A, ... A, i (k—1)-kat 4, 4,85 ... B,_,
sciana, zawierajaca krawedzie 4,45 1 A,B; lub 4,4, 1 A, B,_, jest trojkatem. Dowdd jest taki
sam, jak dla wlasnoéci 4. Uwaga: obie Sciany, zawierajace krawedzie 4, 4c i A, Bi_, oraz 4,4,
i A, B, nie musza jednoczesnie by¢ trojkatami, gdyz z wlasnosci 3 wynika, ze istnieje dokladnie
jedna $ciana nie majaca krawedzi wspolnej z (k—1)-katem 4,A4,8; ... By_; (por. rys. 4).

6. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat Sciana, ktora nie ma krawedzi wspolnej
z (k-1)-katem, jest tréjkatem.

Szkic dowodu:

Oznaczmy: A4, ... A,—k-kat, 4, 4,85 ... B,_;— (k—1)-kat. Niech $ciana zawierajaca
krawedz 4;4; _; nie ma krawedzi wspolnej z (k—1)-katem (rys. 5). Na mocy wlasnosci 3, $ciana
zawierajaca krawedZ 4,4,_, jest jedyng Sciana nie majaca krawedzi wspélnej z (k— 1)-katem
Ay AzB; ... B, _,. Wystarczy zauwazy¢, ze sciany, zawierajace krawedzie 4;_; 4,

iAi 14,2, maja krawedzie wspolne z (k—1)-katem A4, ... By_, i wspolny wierzcholek B;.
(Gdyby sciana o krawedzi A4y, 14, zawierala np. krawedz B,B,, ,, a $ciana o krawedzi 4, _; 4,
krawedZ B;_,B;_,, to Sciana o krawedzi B;_, B; nie mialaby krawedzi wsp6lnej z k-katem

Aj ... Ay, co jest sprzeczne z wlasnoscig 2.)

7. Jezeli w wieloscianie, zawierajacym dokladnie jeden k-kat, wierzcholek P nie nalezy do k-kata,
ani do (k—1)-kata, to istnieje trojkat o wierzchotku P i podstawie nalezacej do k-kata, a wiec
nie majacy punktéw wspdlnych z (k—1)-katem.

Dowdd: Oznaczmy k-kat — A4, ... Ay, (k—1)-kat — 4, 4,85 ... B, _; (rys. 5). P jest
wierzcholkiem wieloicianu, wigc istnieja co najmniej trzy Sciany o wierzchotku P, Wszystkie
te Sciany musza mie¢ krawedZ wspolna z k-katem, co najwyzej jedna z tych $cian moze nie
miec¢ krawedzi wspolnej z (k—1)-katem, wigc istnieja co najmniej dwie Sciany majace krawedzie
wspolne z k-katem A, 4, ... Avi (k—1)-katem 4,4,8; ... B, _,. Zaldézmy, e s3 to sciany,
zawierajace krawedzie 4, A4, i A;4,,, (i < j). Sciany te maja wsp6lna krawedz B,P

(w przeciwnym przypadku istnialaby éciana, nie majaca krawedzi wspolnej z k-katem). Sciany,
zawierajgce krawedzie 4,4, ,, ..., A;4;_, nie maja krawedzi wspolnych z (k—1)-katem.

Z wlasnosci 3 wiemy, ze istnieje dokladnie jedna sciana, nie majaca krawedzi wspolnej

Z (k—1)-katem, wigc j = i+1 lub i = j. Gdyby i = j, to wierzcholek P nalezalby jedynie do
dwoch §cian, co jest niemozliwe.

8. W wieloscianie, zawierajacym dokladnie jeden k-kat, co najwyzej jeden wierzcholek nie
nalezy do k-kata ani do (k—1)-kata (wniosek z wilasnosci 31 7).

9, Jezeli w wielo$cianie %, zawierajacym dokladnie jeden k-kat, istnieje wierzcholek, nie

nalezacy do k-kata ani do (k—1)-kata, to liczba I(%") wszystkich wierzchotkéw w tym
wielodcianie rowna jest (%) = k+(k—1)—2+1 = 2k—2, a jezeli taki wierzcholek nie istnieje —
(W) = 2k—3.

Korzystajac z wlasnosci 1-9 pokazemy, dla jakich k£ moga istnie¢ wielosciany z k-katem.

10. Jezeli w wieloscianie % zawierajagcym dokladnie jeden k-kat

@ I(w)=2k—-2, to 6<k<T,

M I(#)=2k—-3, to 4<k<6.
W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat musi by¢ k> 3, gdyz dla k£ = 3 nie istnieje
(k—1)-kat.

Dowdd (a): Dla k = 4 otrzymujemy wieloscian, nalezacy do tej samej klasy, co graniastostup

o podstawie trojkatnej. Ma on 3 k-katy. Dla k > 4 w wieloicianie istnieje co najmniej jeden
pigciokat, rozny od k-kata (p. dowod wiasnosci 7), wiec musi byé k > 5.

Przyjmijmy k = 6. W wieloscianie ¥ istnieje co najmniej jeden pigciokat, oprocz pigciokata

sq jeszcze: k-kat, (k—1)-kat, czworokaty i trojkaty, lecz nie ma i-kata dla 5 < i < k—1. W takim
razie (k—2)-kat jest co najwyzej pieciokatem, czyli k < 7.

Dowaod (b) przebiega analogicznie.

Sformutowaliémy twierdzenie, rozstrzygajace, dla jakich k moga istnie¢ wieloiciany, zawierajace
dokladnie jeden k-kat. Podobne twierdzenie mozna udowodni¢ dla wielociandw, zawierajacych
dokladnie dwa k-katy.

11. Dla wieloécianu %" zawierajacego co najmniej dwa k-katy

@ W) =2k-2,

M k<S5
Dowédd (a): Nalezy wykazad, Ze nie istnieje wierzchotek P, nie nalezacy do zadnego z k-katow.
Gdyby taki wierzcholek istnial, to musiatyby istnie¢ co najmniej trzy $ciany o wierzcholtku P,
majace krawedzie wspodlne z kazdym z k-katéw, co jest niemozliwe.

Dowéd (b): Poniewaz w takim wielo$cianie nie ma innych wierzcholtkéw niz wierzchotki dwoch
k-katow, wiec (k—1)-kat jest co najwyzej czworokatem, czyli k£ < 5.

W drugiej czedei artykutu, ktora ukaze si¢ w Delcie 9/1978, omowimy wszystkie klasy
wieloicianow z k-katem.



