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Matematyczne problemy linijki

Spójrzmy na "wybrakowana" linijke na rysunku 1. Jej wada nie jest powazna,
bo i tak mozemy nia odmierzyc kazdy odcinek od 1 do 10. Nie musimy
przeciez zaczynac mierzenia od punktu ,,0" linijki.
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Linijka z rysunku 2 nadaje sie do zmierzenia kazdego z odcinków o dlugosciach
1, 2, 3, ... , 11, 12 (np. 3 to odcinek miedzy ,,6" a ,,9" , 4 - miedzy ,,2" a ,,6" ,
a 5 - od ,,1" do ,,6" itd.).

Rozumiemy, ze linijka bedzie dla nas przyrzadem do odmierzania odleglosci
(a nie przyrzadem do rysowania linii prostych, jak w geometrii). Nazwijmy
dobra linijka (dokladniej: dobra n-linijka) taka linijke, która umozliwia· (za
pomoca jednego przylozenia) odlozenie odcinka dlugoscik (gdziek jest
dowolna liczba naturalna nie przekraczajacan). Matematyk od razu postawi
pytanie: jaka jest minimalna liczba kresek na dobrej n-linijce.
Te minimalna liczbe kresek oznaczamy przezk(n); to, ze zalezy ona odJiczby
n jest zrozumiale.
Kilka poczatkowych wartos9i liczbyk(n) mozemy latwo obliczyc. Dlan = 3 mamy'
oczywisciek(3) = 3 (rysunek 3). Rysunek 4 pokazuje dobr.a 4-linijke i równie
zrozumiale jest, ze nic wiecej z 4-linijkami zrobic sie nie da..
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Oto dobra 6-linijka.

Widzielismy tez dobra l2-linijke: zawierajaca tylko 6 kresek. To znaczy, ze
k(12) ~ 6. Ale k(12) nie moze byc równe 5 (ani mniej), bo uzywajac 5 kresek

5,4

mozemy odmierzyc tYl~o-2 = 10 odcinków. Zatemk(12) = 6. Obliczenie
innych wartoscik(n) przy malym n pozostawiamy juz zainteresowanemu
Czytelnikowi. My przytoczymy proste:

Twierdzenie (in < k(n) < 2}in +1.

To latwo udowodnic. Jezeli mamy do dyspozycjik(n) znaków, to mozemy za

. h ., lk k(n) (k(n) -1) d' k' . d .. P
IC pomoca Zffilerzycty o 2 . o cm ow, mg y WIeceJ. o
przeksztalceniach otrzymujemy pierwsza z nierównosci P.owyzszegowzoru.
Równie prosta jest druga czesc, tj. uzasadnienie drugiej nierównosci. Jezeli
m jest liczba naturalna taka, zem2 < n < (m + 1)2, to linij~a pokazana na
rysunku 6 jest dobra n-linijka, chociaz nieekonomiczna.
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Chociaz de>tak prosciusienkiego z pozoru "problemu linijki" zaprzegnieto
tak powazne dzialy matematykijak algebre; teorie liczb, analize matematyczna,
kombinatoryke i geometrie rzutowa, to nie udalo sie znalezc wzoru wyobrazajacego

liczbe k(n) w zaleznosci odn. Udowodniono, ze liczbyk~)2 daza do pewnej
granicy, która jest wieksza od2,434'0" a mniejsza od2,6666'0' Wykazano tez,
ze dlan > 6 dobre n-linijki musza zawsze byc troche nieekonomiczne, to
znaczy, ze pewne z odcinków mozna zmierzyc na kilka sposobów.
Ciekawe, ze bardziej "ekonomiczne" z tego punktu widzenia sa tak zwane

. linijki koliste. Mozemy sie przekonac, ze kazda z odleglosci1,2, '00,29, 30moze
byc (liczac po luku) zmierzona przy pomocy "linijki"przedstawionej na
rysunku 7, i to na jeden sposób. Na przyklad 10 dostajemy jako6+4,
11 ~ jako 2 + 5+ 4, 12 - jako l + 2 + 5+ 4, 20 - jako l + 13+ 6, 27 - to
cale kólko bez 4 itd. Wy~azario, ze jezeliq jest liczba pierwsza, to okrag
o obwodzieq2 + q + l mozna podzielic na takieq + l odcinków (raczej: luków),
ze otrzymana kolista linijka mozemy zmierzyc kazdy z odcinków o dlugosciach
l, 2, .. o , q2 +q + l w dokladnie jeden sposób. Czytelnik, jesli zechce, bez duzego
wysilku narysuje kilka takich' "linijek".

Mala Delte opracowal MICHAL SZUREK
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ROZWIazanie zadania z majowej Itadiodelty

Wielkosciami dualnymi nazwijmy tu takie dwa wielosciany, ze jeden ma tyle
wierzcholków, ile drugi - scian i odwrotnie: tyle scian, ile drugi-
wierzcholków. Wielosciany takie spotykamy i wsród wieloscianów foremnych,
np. szes~ian i osmioscian foremny.
Zadanie. Kazde naroze osmioscianu foremnego scieto plaszczyzna odcinajacal .
"3 kazdej krawedzi wychodzacej z wierzcholka tego naroza."
a) Zbuduj model powstalegow ten sposób wieloscianu oraz model wieloscianu
do niego dualnego (równiez o scianach foremnych).
b) Sformuluj metode otrzymania tego wieloscianu dualnego.
Rozwiazanie.
a) Wieloscian powstaly z osmioscianu foremnego przez obciecie narozy
w sposób podany w tresci zadania to czternasto scian o osmiu scianach
szesciokatnych i szesciu kwadratowych, przy czym w kazdym wierzcholku
zbiegaja sie dwa szesciokaty i kwadrat (jak na rysunku l). Wieloscian dualny
do niego ma oczywiscie14 wierzcholków i az24 sciany bedace trójkatami
(równobocznymi). Najlatwiej go otrzymac "obudowujac" szescian ostroslupami
czworokatnymi prawidlowymi (rys. 2).
b) Pomysly moga byc rózne. Najbardziej naturalne to:
10 Polaczenie srodków sasiednich scian danego czternastoscianu.
20 Wykorzystanie pojecia czynnosci dualnych omówionego w audycji radiowej.
Przecieciu czterech scian naroza osmioscianu piata plaszczyzna odpowiada tu
polaczenie czterech wierzcholków sciany szescianu z piatym punktem.
W przyszlym roku szkolnym (1978/1979) nasze audycje beda nadawane w nastepujacych
terminach:

We wrzesniu - 21; w pazdzierniku - 19; w listopadzie - 9 i 30; w grudniu - 14; w lutym - 15;
w marcu - 15; w maju - 3 i 31 - zawsze o godzinie1000 w programie IV.
Nasz adres:

Polskie Radio

skrytka pocztowa 46
00-950 Warszawa

Radio-Delta
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Pilka nozna na kartce papieru

W okresie, gdy kazdy Polak, poza niemowletami, pasjonuje
sie pilka nozna i my nie chcac pozosta.c w tyle,
prezentujemy gre w "pilke nozna" na papierze. Gra
jest cie\awa, wymaga pomyslowosci i dostarcza
interesujacej rozrywki. Podobnie jak w normalna pilke,
moze grac w nia kazdy, a systematyczny trening
doprowadza do mistrzostwa.
Jest kilka wariantów tej gry. My opiszemy jeden
z prostszych. Mozna go urozmaicic, wprowadzajac
nowe przepisy na wzór prawdziwych regul pilkarskich.
Boiskiem do naszej gry jest duzy prostokat kratkowanego
papieru. Na boisku mniejszym niz kartka z zeszytu
gra szybko staje sie nieciekawa. Przez srodek boiska
przebiega linia srodkowa, na srodku której lezy
wyimaginowana pilka. Po obu stronach boiska stoja
bramki (rys. l).
W grze uczestnicza dwie osoby. Rozpoczynamy gre
od srodka przez "kopniecie· _pilki" na polowe
przeciwnika. To "kopniecie", czy raczej wjechanie
z pilka jest podstawowym ruchem w naszej grze.
Pdlega -ono na narysowaniu strzalki o dlugosci trzech
"jednostek", przy czym przez "jednostke" rozumiemy
zarówno dlugosc boku kratki, jak i dlugosc przekatnej
pojedynczej kratki (rys. 2). Po wykonaniu ruchu wyobrazona
pilka znajduje sie w koncu narysowanej strzalki (bardziej
zaawansowani gracze moga nie rysowac ostrzy strzalek).
Teraz wykonuje ruch drugi z graczy. Oczywiscie stara
sie skierowac pilke w strone bramki przeciwnika
i w dalszym ciagu gry gracze stawiaja na przemian
swoje strzalki, a gol jest zdobyty wówczas, .gdy pilka
przekroczy linie bramkowa. Gra rzadza nastepujace
reguly:
l°) Najwazniejszym prawidlem naszej gry jest to, ze
zadne strzalki nie moga sie przecinac, pokrywac, ani
miec wspólnych konców - chyba, ze zachodzi jeden
z wyjatków, opisanych ponizej w punktach 3° i 4°.
Przykladowo, postawienie na rysunku 3 strzalki ABCD
jest sprzeczne z zasadami gry;
2°) Ruch "kopniecie pilki" nie moze byc krótszy ani
dluzszy niz trzy jednostki. Dlatego od czasu do czasu
gracz zostaje zablokowany ·przez przeciwnika lub siebie
i nie moze zrobic ruchu. Na rys. 4 widzimy, ze gracz,
który postawil strzalke konczaca sie w A, zablokowal
przeciwnika. W takim wypadku gracz, który pozbawil
przeciwnika mozliwosci ruchu, a wiec odebral mu pilke,
ma prawo do wykonania "podan:ia pilki";
3°) "podanie pilki" polega na narysowaniu strzalki
o dlugosci 6 jednostek w dowolnym kierunku, chocby
nawet przecinala uprzednio narysowane linie co przy
zwyklym ruchu jest zabronione. W odróznieniu od
zwyklego ruchu strzalka nie moze byc jednak lamana
(rys. 5).
Jezeli po podaniu przeciwnik znów nie moze zrobic
ruchu, lub gdy koniec strzalki wypada w punkcie juz
zajetym, mamy prawo do nastepnego podania. To
wlasnie stanowi o urodzie naszej gry. Systemem
sprytnych podan mozna niejednokrotnie przejsc cale
boisko. Z podania mozna zdobyc bramke;

rys. 3
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rys. 2. Rózne rodzaje ruchów
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rys. l

rys. 5
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rys. 6. Rzut rozny

/,,,/ ,,,/ ' .,/ B

-

rys. 7. Odbicie pilki od slupka

4°) gdy gracz zostaje zablokowany przy brzegu boiska,
moze sie ratowac wykopem pilki na aut boczny lub
rozny. Wykop pilki na aut - to strzalka dlugosci
3 jednostek, moze ona przecinac juz narysowane linie.
Wyrzut z autu nie rózni sie od "podania" (punkt3°),
natomiast wykonanie rzutu roznego polega na
narysowaniu strzalki dlugosci 6 jednostek. Strzalka ta
moze byc zlamana w jednym miejscu lub nie byc
zlamana w zadnym (rys. 6);
5°) po zdobyciu kazdej bramki narysowanych linii nie
sciera sie i wobec tego nie .mozna na nich rysowac
strzalek - zgodnie z punktem 1°. Nastepuje jednak
zamiana bramek - tak jak w futbolu
dziewietnastowiecznym. Zwieksza to szanse na
wyrównanie gry - bez zmiany bramek zdobywca
pierwszej prawie na pewno wygralby caly mecz. Po
zdobytej bramce gre zaczynam.y.nie z punktu
srodkpwego bo ten jest juz zajety, ale z dowolnego
punktu na linii srodkowej;
6°) po strzale na bramke pilka moze odbic sie,od
slupka (rys. 7). Gdy gracz, na którego przypada kolej
ruchu, strzeli na bramke, jak na rys., to pilka znajdzie
sie w punkcie B. Te zagrywke mozewykorzystac tez
obronca.
Gra moze trwac do ustalonej przedtem liczby goli,
albo - co jest bardzo ciekawe - "na czas", to znaczy
na przyklad do 90 posuniec. Te posuniecia trzeba
oczywiscie liczyc na oddzielnym "zegarze boiskowym".
Ten wariant wprowadza do naszej gry elementy "gry
na czas" dla utrzymania korzystnego wyniku.
Bardzo interesujacy wariant powstaje wówczas, gdy
dorysujemy pola bramkowe i dodamy przepis, ze w obrebie
pola bramkowego nie licza sie linie powstale przy
zdobywaniu poprzednich goli (mozna je wycierac gumka).
Kilka uwag techniczno-praktycznych. Teren zyskujemy
zastawiajac pulapki na przeciwnika i wykorzystujac
podania, za pomoca których mozna niejednokrotnie
przejsc cale boisko: Na rys. 8 widzimy najbardziej
typowe sytuacje, w których gracz zostal zablokowany.

rys. 8. Najbardziej typowe pulapki

rys. 9. Gol- kiks obroncy!
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Doskonalenie techniki w naszej pilce noznej polega na
cwiczeniach w natychmiastowym spostrzeganiu
blednych, lub po prostu nie najlepszych ruchów
przeciwnika, a wlasciwa taktyka polega, ogólnie rzecz
biorac, na spychaniu przeciwnika w strone juz
narysowanych linii i zmuszania go do wykonywania coraz
bardziej niewygodnych posuniec.

M.S.


