Dlaczego

] oldodr.e

;rof. dr
Jerzy MIODUSZEWSKI

Krzywa tréjkatowa Sierpinskiego to zbidr punktéw plaszezyzny lezacych
w przekroju ciagu zstgpujacego figur 7o, o 7y, o T, o ...,
z ktérych T, jest trojkatem réwnobocznym, T; powstaje z T, przez usunigcie
wnetrza $rodkowego trdjkata sposrdd czterech, réwnych, na ktére wezesniej
podzielimy tréjkat Ty, a T, powstaje z T; przez dokonanie na kazdym z trzech
skladajqcych si¢ na fi igurg T, tréjkatow operacji dopiero co opisanej; podobme
dostaje si¢ dalsze figury ciagu (rys. 1).
Figury T} sa spojne, domkniete i ograniczone; sa wigc kontinuami, wediug
powszechnie przyjetej terminologii. Przekrdj ciggu zstgpujacego kontinudw jest
réwniez kontinuum. Jest to juz twierdzenie, ale z rodzaju tych, ktére glosza,
ze jest tak jak sig¢ nam wydaje; zostawmy je wigc bez dowodu, tym bardziej, ze
nie daliSmy ani okreslenia spéjnosci, ani domknigtosci, majgc na mysli, ze kazde
z grubsza dobre wyobrazenie o tych pojeciach wystarczy do §ledzenia tego tekstu.
Przekrdj T figur T nie zawiera zadnego (peinego) krazka: Srednica najwigkszego
krazka zawartego w figurze T jest nie wigksza niz (1/3)* $rednicy tréjkata T,.
Jest to jeden z powodow, dla ktorego mowimy o 7', Ze jest krzywa.

*

Opisana konstrukcja pochodzi z pracy Waclawa Sierpinskiego, ,,0 krzywej,
ktdrej kazdy punkt jest punktem rozgalezienia”, Prace Matematyczno-Fizyczne
27 (1916), str. 77—86.
Przez krzywa rozumie si¢ zbidr na plazzczyZnie, ktéry jest (1) kontinuum nie
zawierajacym zadnego (pelnego) krazka i ktory jest (2) obrazem cigglym odcinka
(z koricami), a wigc jest zbiorem opisanym réwnaniami, w ktérych wystepuja
funkcie ciggle.
W czasach, z ktérych pochodzi praca Sierpiniskiego, zbiory na plaszczyZnie
majace wiasno$é (1) nazywano krzywymi w sensie Cantora; te, ktére maja
wlasnosé (2), nazywano krzywymi w sensie Jordana, co prawda juz raczej dla
tradycji, bo wiadomo byto od dawna (Peano 1890), ze kwadrat jest krzywa
w tym sensie. Tytul pracy wskazywal, dlaczego budowana w niej krzywa miaia
zastugiwaé na uwage.
Abysmy jednak mogli z wlasnego przekonania uznac rzecz za cickawg, powinniSmy
najpierw wiedzieé, co to jest punkt rozgalgzienia.

*

Opiszemy to pojecie, tak jak to robit Urysohn mniej wigcej dziesie¢ lat pézniej
(P.S. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes 11, Verhandelingen

der Koninklijke Akademie van Wetenschappen 13 (1928), str. 1—172).

Punkt p jest punktem (rozgalezienia) rzedu < n zbioru A, jesli istniejg dowolnie
male otoczenia punktu p, ktérych brzeg ma nie wigeej niz n punktéw; najmniejsza
z takich liczb n nazywamy rzgdem (rozgalgzienia) zbioru 4 w punkcie p; jesli

ten rzad jest 3 lub wigkszy, to punkt nazywany jest wprost punktem

rozgalezienia. Chociaz mozna, nie myslmy o rzgdach rozgalezienia nieskonczonych.
Wszystkie punkty odcinka sa rzedu 2 lub 1 (rzgdu 1 sa tylko korice); wszystkie
punkty okregu sa rzedu 2. Najprostsza figura majacq (jeden) punkt

rozgalezienia jest tréjnog (litera Y). Jesli z punktu wychodzi n tukdw, z ktérych
Zadne dwa nie majg poza tym punktem punktéw wspdlnych, to punkt ten jest rzgdu
co najmniej n. Z punktu rzedu # nie moze wychodzi¢ wigcej niz n takich tukdéw.
Na krzywej 7 widaé po cztery odcinki wychodzace z punktéw bedacych wspolnymi
wierzchotkami tréjkatow z figur Ty (rys. 2). Sa to punkty rzedu 4, bo sa dowolnie
male otoczenia tych punktéw o brzegach (na rysunku symbolizujg je okregi
rysowane linig przerywang) majgcych po cztery punkty.

Obwody tréjkatéw z figur Ty sg zawarte w krzywej 7. Punkty z tych obwoddw
nie bedace wierzchotkami tréjkatéw z zadnej z tych figur sa rzedu 3. Dwa

odcinki wychodzace z takiego punktu wida¢; wida¢ takze trzeci luk wychodzacy

z takiego punktu i tworzacy z tymi dwoma odcinkami tréjnég; wida¢ dowolnie
male otoczenia o brzegach majacych po trzy punkty (rys. 3).

Sa punkty krzywej 7T nie lezace na zadnym z obwodéw tréjkatéow z figur Ti. Czy
s4? Zamiast odpowiada¢ na ktopotliwe pytania (chyba niepotrzebne, skoro nie
stawialiémy podobnego pytania z okazji poprzednio rozpatrywanych punktéw),
pokazmy, na wypadek gdyby takie punkty istnialy, Ze s one rzedu 3. Wida¢ to

z rysunku 4, robionego wedlug tego samego schematu co poprzednie dwa.

Ale sg trzy punkty krzywej T, wierzchotki trojkgta T, (1 to jest juz reszta),

ktére sa rzedu 2. Sg dwa odcinki wychodzace z takiego punktu i sa dowolnie
male otoczenia ich, ktérych brzegi maja po dwa punkty (rys. 5).

Biorac dwa egzemplarze krzywej T i sklejajac w nich po dwa wierzcholki

w tréjkatach T, dostajemy krzywa majaca same punkty rozgalezienia;

rzedy tych punktow sa 3 lub 4; punktow rzedu 4 jest tylko przeliczalnie wiele.

Czy istnieje krzywa, ktorej wszystkie punkty sa rzgdu 3?
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Ze takiej krzywej nie ma, pokazat pézniej Urysohn we wspomnianej juz pracy:

nie ma krzywych majacych ten sam (skorficzony) rzad rozgalezienia w kazdym

punkcie, chyba Ze ten rzad jest 2.

Doktadniej: jesli kizywa (ktorej kazdy punkt jest rzedu skoriczonego) ma

w kazdym punkcie rzad > n, to sg punkty tej krzywej, w ktérych rzad jest

= 2n—2. Dla n = 2 dostajemy znowu liczbe 2, a dla n = 3 liczbe 4. Krzywa

tréjkatowa Sierpinskiego daje przykiad na to, Ze twierdzenia Urysohna nie

mozna wzmocnic.

Dowdd twierdzenia Urysohna (uproszczony przez Parchomienke w ksiazce

»»Co to jest linia?", ttumaczenie z rosyjskiego, Warszawa 1961). Przypusémy,

ze wszystkie punkty krzywej (sa rzedu skoniczonego i) sa rzedu < 2n—2. Wtedy

(*) kazdy zbidr otwarty niepusty U zawiera wraz z brzegiem zbidr otwarty
niepusty o brzegu majacym nie wigcej niz n— 1 punktow,

Majac t¢ przestanke koniczymy dowdd, budujae ciag zstepujacy zbiorow

otwartych niepustych o $rednicach dazacych do zera (rys. 6), takich, Ze nastepny jest

zawarty z brzegiem w poprzednim i te brzegi maja nie wigcej niz n— 1 punktow.

Punkt wspélny tych zbioréw jest rzedu < n—1; sprzeczno$é.

Dowdd przestanki (*). Niech p € U. Poniewaz punkty krzywej sa wszystkie

rzedu skoriczonego, wigc istnieje otoczenie W punktu p o brzegu skonczonym

i zawarte w U wraz z tym brzegiem. Niech ¢ bedzie punktem na brzegu zbioru W

(rys. 7). Istnieje otoczenie V'’ punktu g, zawarte wraz z brzegiem w U, nie zawierajace

innych niz g punktéw brzegu zbioru W i ktérego brzeg ma mniej niz 2n—2

punktéw (zatozenie przestanki (*)). Zbidr V' rozpada sie po odjeciu punktu

g na dwie czgdci otwarte niepuste. Na brzegu obu tych czesci jest razem (nie

liczac punktu ¢) mniej niz 2n— 2 punktow. Stad, na brzegu jednej z nich jest

(razem z punktem g) nie wigcej niz n— 1 punktéw. Ta wlasnie cze$é jest

szukanym zbiorem V.

*

Rozwazmy w przestrzeni czworoécian foremny, Podzielmy go na réwne
czworosciany o srednicy dwa razy mniejszej i zostawmy tylko te przy wierzcholkach.
Postepujac tak dalej, dostaniemy jako pozostalosé kontinuum, ktdre we wszystkich
punktach jest rzedu 4 i 6 z wyjatkiem wierzcholtkéw wyjsciowego czworoscianu,
ktore sa rzedu 3. Jest to przestrzenny odpowiednik krzywej tréjkatowe;j
Sierpinskiego. Sklejajac ze soba po dwa punkty rzedu 3 dostaniemy kontinuum,
ktérego wszystkie punkty sa rzedu 4 1 6.

Pokazuje to niemozliwos¢ wzmocnienia twierdzenia Urysohna takze dla n = 4.
Rzecz dzieje sig¢ w przestrzeni, wigc kryterium (1) nie moze by¢ zastosowane,

aby orzec, Zze dostaliémy krzywa. Ale zobaczmy, Ze nie dostaliSmy ani bryty,

ani powierzchni. W k-tym kroku konstrukcji mamy figure, ktora jest suma
czworoscianéw o srednicy (1/2)* potaczonych ze soba wierzcholkami i figura

ta rozpada si¢ na te czworoéciany po usunigciu tych (skoticzenie wielu)
wierzchotkéw. Figura ta nie moze wigc zawieraé zadnej bryly ani powierzchni

(w jakimkolwiek mozliwym do przyjecia znaczeniu) o $rednicy wiekszej niz

(1/2)*. Stad, przekrdj tych figur nie moze zawiera¢ zadnej bryly ani powierzchni.
To samo mozna zrobi¢ dla kazdego n, w n— 1 wymiarach, i dostaé krzywe
(dopusémy to stowo), ktérych wszystkie punkty sa rzedu n i 2n—2.

*

Pozostalo do pokazania, ze krzywa tréjkatowa T jest obrazem ciaglym odcinka.
Dowéd, ktéry podaje Sierpinski, sparafrazujemy w sposob znany z poprzedniego
artykutu w Delcie 7/1977.

Rozetnijmy figurg 7; w jednym z punktéw wierzchotkowych nie bedacym
wierzchotkiem tréjkata T,. Powstaje girlanda zlozona z trzech trojkatow (rys. 8).
Kazdy z tych trzech tréjkatow rozetnijmy podobnie, ale tak, by powstata
girlanda 9 tréjkatéw; mozna to zrobi¢ np. tak, jak na rysunku 9.

Potem z tych tréjkatéw dostaniemy girlandg zloZona z 27 tréjkatéw; przy
rozcinaniu tréjkatéw mozna trzymac sig takiej reguly: tréjkaty przecinamy na
bokach majgcych punkty wspélne z tréjkatami sgsiednimi; jedynie w przypadku
skrajnych tréjkatow regula ta nie jest jednoznaczna.

Postgpujac tak dalej, dostajemy w granicy (jakiej i jakim prawem?) tuk, ktdry
po sklejeniu go z powrotem daje znéw krzywa trojkatowa. Nie sklejamy przy
tym wigcej niz po dwa punkty. Krzywa tréjkatowa jest wiec obrazem ciaglym
tuku, a wige i odcinka, otrzymanym przez odwzorowanie o krotnosci nie
wiekszej niz 2. E
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Jesli w krzywej tréjkatowej zaszyjemy dziury, to dostaniemy pelny trojkat.

To brzmi nawet prawdopodobnie, ale nie kazde zszywanie jest dobre.

Opiszemy zaszywanie tréjkata usunietego w pierwszym kroku konstrukeji.
Wystarczyloby opisaé zszywanie obwodu, ale opiszemy zaszywanie calego
trojkata.

Dzielimy tréjkat na cztery réwne tréjkaty (rys. 10). Srodkowy tréjkat redukujemy
do punktu. W pozostalych trzech redukujemy do punktéw odcinki réwnolegte

do bokdw $rodkowego trojkata. Wierzchotki trojkata nie zostaly zszyte

z innymi punktami. Jesli zaszyjemy w ten sposob wszystkie pousuwane

trojkaty, to postapimy tak, jak bySmy odwzorowali w sposéb ciagly (nie tylko

to przyjmiemy teraz na stowo) tréjkat T, na figurg¢ powstala z niego przez
zredukowanie do punktéw wszystkich trojkatéw i odcinkéw, na ktére zostaty
porozbijane pousuwane trojkaty. Zauwazmy, Zze punkty na obwodzie tréjkata

T, nie zostaly zszyte z zadnymi innymi, a Zaden ze wspomnianych tréjkatéw

i odcinkow nie rozspaja trojkata 7.

Jedno z ciekawszych twierdzen topologii plaszczyzny, twierdzenie Moore’a

(w pelnej ogdlnoéei i z odnoénikiem do oryginalnej pracy Moore’a z r. 1920 moZna
znalez¢ w ksiazce Kuratowskiego, Topology IT, Warszawa 1968, str. 533), pozwala
na konkluzje, ze powstala figura jest zbiér homeomorficzny z (petnym)

krazkiem, a wigc takZe i z tréjkqtem T0

W prawdziwosc konkluzji latwo si¢ wierzy, czujac w palcach rezultat

zszywania trojkata T, Oczyw:stoéé twierdzenia Moore'a Jesl jednak zdradliwa:
tréjwymiarowy analogon, ze zlepianiem w punkty tukéw nie rozspajajacych
(pelnej) kuli, jest falszywy. Otrzymany przez zszywanie kraZek jest obrazem

takze krzywej T, bo elementy rozbicia majg punkty na krzywej 7, a Zze kazdy

ma ich nie wigcej niz trzy, wigc krazek jest obrazem (ciggltym) krzywej
tréjkatowej przez odwzorowanie krotnosci nie wigkszej niz 3.

Autor artykutu nie wie, czy krzywa tréjkatowa mozna odwzorowac w sposéb
ciggly na krazek przez odwzorowanie krotnoéci nie wigkszej niz 2.

Spo_;rzmy, jak wyglada krzywa T po zszyciu (rys. 12). Usunigte trojkaty staly

si¢ tréjnogami o $rednicach dazacych do zera wraz ze Srednicami odpowiadajacych
im tréjkatow.

Punkty rozgalezienia tréjnogow, to srodkowe czesSci usuwanych tréjkatow.

*

Przez zlozenie opisanych odwzorowan, odcinka na krzywa 7' i krzywej T na
krazek, dostajemy odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek.

Co do krotnosci jest nieco gorsze niz oryginalne odwzorowanie Peany, ktdre
ma krotnoéei 1, 214 (o odwzorowaniach Peany — zob. artykut w Delcie
7/1977). To, ktdére dostaliSmy, ma wszystkie krotnosci od 1 do 4.

Zobaczymy to. Punkty krzywej T lezace na obwodach usuwanych tréjkatow
sg wartosciami krotnoS$ci 1 lub 2 odwzorowania odcinka na krzywa T'i tylko
one sg zszywane; wartosci krotnosci 2 jest jedynie przeliczalnie wiele: sa to
punkty, w ktérych robiliSmy rozciecia. Zszywamy konce odcinkdw rozbicia
(rys. 11) i wtedy zszywamy dwie wartosci krotnosci nie wigkszej niz 2, ale
zdarza si¢ przy tym zszy¢ punkt krotnosci 2 z punktem krotnosci 1 (punkty
piqzrys. 11), otrzymujac warto$¢ krotnosci 3 odwzorowania ztoZzonego.
Zszycie wierzcholkdéw trdjkata redukowanego do punktu daje punkt krotnosci
4 odwzorowania zlozonego, bo (trzeba to zauwazyc) zszywa sie wtedy jeden
punkt krotnosci 2 z dwoma punktami krotnosci 1. Odwzorowanie ztozone

ma jeszcze krotnosci 2 i 1, ale i tak pokazaliémy juz, Ze otrzymaliSmy
odwzorowanie nie lepsze niz Peany, wigc oszczedzmy sobie dowodu, w ktérego
wyniku nie jesteSmy zainteresowani,

Pokazemy za to jak, zmieniajac nieco sposob zaszywania usunigtych tréjkatow,
dosta¢ odwzorowanie (ciagle) odcinka na krazek, majace krotnosci 1, 21 3,

z przeliczalng iloscia punktow krotnosci 3, wige nie gorsze niz odwzorowanie
Pélyi (przypomniane w Delcie 7/1977). Obnizenie krotnosci, podobnie jak

u Palyi, bedzie otrzymane kosztem symetrii.

Kazdy z usunigtych tréjkatdw dzielimy na cztery trdjkaty przez wpisanie
trdjkata tak, aby jego wierzchotki byty krotnosci 1, a odcinki réwnolegle do jego
bokéw (rys. 13) nie lgczyly punktéw krotnosci 2 z punktami krotnosci 2 z obwodu
usunigtego tréjkata. Tréjkat tak wpisany sie znajdzie, bo punktéw krotnosci

2 jest jedynie przeliczalnie wiele (jest to wskazéwka do dowodu, ktérego dobre
wykonanie moze da¢ nawet pewng satysfakcje). Zszywanie robimy jak poprzednio.
Otrzymu_]emy krazek, ktory jest teraz obrazem odcinka przez odwzorowanie
krotnosci nie wigkszej niz 3 (rys. 14).
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