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Redakcja Delty zwrócila sie do mnie z propozycja napisania artykulu o programie Hilberta.
Dlugo zastanawialem sie, jak temat ten mozna spopularyzowac, a im dluzej myslalem, tym
bardziej bylem przekonany, ze jest to bardzo trudne. Pisanie o podstawach matematyki,
a o programie Hilberta w szczególnosci, oznac~ koniecznosc wejscia na grzaski teren pogranicza
filozofii i matematyki, gdzie do tej pory jest wiele spraw spornych i nie wyjasnionych. Tu nie
mozna posluzyc sie ilustracja ani przyblizeniem, nie mozna zaniedbac szczególów, a przy tym
wazne i ciekawe sa nie same twierdzenia lecz wnioski, do których prowadza, a których interpretacja
do tej pory budzi kontrowersje. Ilez uroczych metafizycznych nonsensów zawieraja artykuly
popularyzujace wnioski z twierdzenia Godla!

Jedynym wyjsciem jest w tej sytuacji ucieczka w historie. Zreszta dla zrozumienia zródel programu
Hilberta konieczna jest znajomosc pewnych faktów z historii rozwoju pojec i kryteriów scislosci
w rachunku rózniczkowym, geometrii i teorii zbiorów. Program Hilberta wyrósl bowiem
z entuzjazmu dla formalizacji. Poczatek XX wieku byl okresem, kiedy po dwóch wiekach braku
scislosci w matematyce udalo sie stworzyc takie metody, ze nie tylko z powrotem osiagnieto
rygory scislosci "Elementów" Euklidesa,-ale nawet znacznie je przekroczono.
Gdy na przelomie XVII i·XVIII wieku I. Newton oraz G. W. Leibniz stworzyli poczatki
rachunku rózniczkowego, matematycy z entuzjazmem zaczeli stosowac nowo wprowadzone
metody. Rachunek rózniczkowy rozwijal sie bardzo gwaltownie. Z jego pomoca opisano wiele
zjawisk fizycznych i rozwiazano wiele waznych zagadnien. Osiagnieto bardzo duzo, ale metody,
których uzywano, dalekie byly od scislosci. Wyprowadzano nieprawdziwe wzory, a prawdziwe
czesto uzasadniano nieprecyzyjnie i niedostatecznie. Entuzjazm dla nowych metod byl jednak
tak wielki a ich skutecznosc tak ogromna, ze niemal wszyscy matematycy uwazali, iz
uzasadnianie metod rachunku rózniczkowego i uscislanie go jest zbedne. Dla Leibniza
rachunek rózniczkowy byl zbiorem regul algorytmicznych, które mozna powszechnie stosowac,
a których najlepszym uzasadnieniem jest ich skutecznosc. Zreszta trzeba przyznac, ze entuzjazm
i beztroska byly zrozumiale, osiagniecia byly bowiem ogromne. Niemal wszystko, czego do
dzis ucza sie studenci w czasie tradycyjnego kursu analizy i wiele stosowanych obecnie metod
rachunku rózniczkowego i równan rózniczkowych, powstalo w tych czasach. Az trudno dzis
uwierzyc, ze uzywajac tak maJo precyzyjnych i scislych metod mozna bylo osiagnac tak
wspaniale rezultaty.

Pierwsze próby uzasadnienia rachunku rózniczkowego byly bardzo naiwne. Jedni szukali go
w metafizyce, inni w tym, ze bledów popelnia sie tak wiele, iz w koncu sie redukuja. Wielu
uczonych i filozofów uwazalo wrecz, ze rachunek rózniczkowy musi byc metny, jest on
przeciez sztuka dokladnego mierzenia i liczenia rzeczy, których pojac nie mozna (Wolter).
Niektórzy uwazali brak scislosci za zalete, dumni z osiagnietego ich zdaniem sukcesu, który
polegal na tym, ze udalo sie zerwac narzucone przez matematyke grecka wiezy scislosci.
Za uzasadnienie wystarczala fizyczna motywacja i niejasna czasem intuicja. S. F. Lacroix
pisal: "takim subtelnym mieczakom jak Grecy potrzebne byly dowody, my ich juz nie
potrzebujemy" .

W koncu XVIII wieku pojawily sie pierwsze uscislenia pojec rachunku rózniczkowego.
J. d'Alembert zauwazyl, ze rózniczkowanie to znajdowanie granicy róznic skonczonych, on tez,
mimo iz w swoich rozumowaniach czesto poslugiwal sie intuicja geometryczna, podkreslal,
ze scislosci nalezy szukac w arytmetyce. J. L. Lagrange twierdzil, ze pochodna jest konkretna
wielkoscia, podczas gdy wczesniej uwazano ja za cos nieokreslonego i mglistego. Duzym
krokiem na drodze do uscislenia pojecia pochodnej byly prace B. Bolzano, który uwazal, ze
rachunek rózniczkowy nalezy sprowadzic do dzialan arytmetycznych. Konsekwentnie stosowal
pojecie granicy w definicji ciaglosci i-pochodnej. On tez po raz pierwszy pokazal niezgodnosc
intuicji z wlasnosciami badanych pojec. Zbudowal bowiem przyklad funkcji ciaglej, która
nigdzie nie jest rózniczkowalna, wbrew panujacym przekonaniom, ze wszystkie funkcje ciagle
sa rózniczkowalne. Poniewaz pojecia ciaglosci i pochodnej zostaly przez Bolzano zredukowane
do pojecia granicy, to ostatnie pilnie wymagalo uscislenia. _Uscislenilt wymagalo tez pojecie
liczby rzeczywistej, czy, jak dawniej mówiono, zmiennej. Prace A. 'Cauchy'ego i K. Weierstrassa
doprowadzily wreszcie do zdefiniowania pojecia granicy, które nie rózni sie niczym od definicji
przyjmowanej dzis. Cauchy podjal równiez próbe zdefiniowania liczby rzeczywistej-. Niestety
jego definicja zawierala bledne kolo. Liczbe rzeczywista definiowal on jako granice ciagów
liczb wymiernych, ale w definicji granicy uzywal pojecia liczby rzeczywistej. Inna propozycje
przedstawil W. R. Hamilton, który oparl swa teorie na pojeciu czasu. Liczby rzeczywiste byly
dla niego punktami dzielacymi czas na przeszlosc i przyszlosc i byly wyznaczone przez dwa
zbiory liczb wymiernych - zbiór liczb wymiernych w przeszlosci i zbiór liczb wymiernych
w przyszlosci~ Niemal identyczna byla definicja R. Dedekinda, który jednak nie uzywal pojecia
czasu.
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Uysl.OypunamalemalYKI, KlOreJrozwoJ mial auzy wplyw na poglaay o sCislOSCIi prawdzie
w matematyce, byla geometria. W geometrii od dawna wazna role odgrywala dedukcja, a
scislosc geometrii Euklidesa przez dlugie wieki byla niedoscignionym idealem. Jednak w koncu

XIX wieku w dowodach Euklidesa zaczeto dostrzegac luki. Zauwazono tez, ze definicje
podstawowych pojec byly niepoprawne. Podawaly one tylko malo precyzyjne intuicje. Punkt
byl bowiem czyms, co nie ma czesci, a przeciez na to, aby ta definicja byla poprawna,
nalezaloby zdefiniowac pojecie czesci. Intuicja i rysunki, wbrew intencjom Euklidesa, byly
istotnymi skladowymi dowodów twierdzen, które podawal. Wiele z nich nie wynikalo z podawanych
aksjomatów. W 1882 roku M. Pasch opublikowal prace, w której przedstawil udoskonalony
system aksjomatów geometrii. W systemie tym wystepowaly pojecia niezdefiniowane, a istotne
wlasnosci tych pojec i ich wzajemne zwiazki byly opisane przez aksjomaty.
W starozytnosci i jeszcze dlugo potem geo)TIetria byla nauka o przestrzeni, która uwazano
za dokladna idealizacje przestrzeni fizycznej. Odkrycie geometrii nieeuklidesowych spowodowalo
zachwianie tego pogladu. Wprawdzie'dalej geometria Euklidesa byla jedyna prawdziwa, a inne
tylko sztuczkami polegajacymi na wymyslaniu dziwnych sposobów mierzenia odleglosci, powoli
jednak zaczynalo pojawiac sie przekonanie, ze geametria jest tylko konstrukcja umyslu ludzkiego
i nie musi byc doklaonym odbiciem rzeczywistosci. Do ugruntowania tego pogladu przyczynily

sie badania nad geometriami przestrzeni wielowymiarowych. Geometrie takie rozwazano juz
w pierwszej polowie XIX wieku. Poczatkowo traktowano je jak bezsensowna zabawe. Potem
zaczely pojawiac sie coraz czesciej, odgrywajac przy tym wazna role jako narzedzie w analizie
matematycznej. Uzytecznosc i powszechnosc ich stosowania sprawily, ze pod koniec wieku
uwazano geometrie przestrzeni dowolnych wymiarów za jednakowo wazne.
Pojecia, które badala matematyka tradycyjna, mialy oczywiste intuicje i wyrastaly z obserwacji
fizycznych i doswiadczenia. Nawet nieskonczenie male Leibniza i fluksje Newtona nie byly
czystym dzielem rozumu, ale odpowiadaly intuicjom predkosci ruchu i szybkosci zmian. Nie
bylo pojec i konstrukcji sztucznych, wszystko mialo odbicie w swiecie. Stad wiele faktów bylo
oczywistych. Niepotrzebne bylo uzasadnienie, ze teoria jest dobra lub zla. Wystarczala zgodnosc
z rzeczywistoscia oraz intuicja. Matematycy nie obawiaU sie, ze poprawne rozumowania moga
doprowadzic ich do wniosków falszywych lub sprzecznych, bo przeciez twierdzenia matematyki
mówily prawde o swiecie. Tradycje i intuicja byly tym, na czym opieralo sie szereg pewników
o bardzo ogólnym charakterze. Uwazano, ze nieskonczone zbiory dyskretne (tzn. zlozone
z oddzielnych punktów) sa niedopuszczalne, jak równiez niemozliwe jest nieskonczone dzielenie
prostej. Widziano zasadnicze róznice miedzy zbiorami punktów (liczb) a linia. Miedzy
arytmetyka i geometria.

Ale matematyka zmienia sie bardzo szybko. Pojawiaja sie pojecia i teorie, które nie sa juz
dokladnym odbiciem rzeczywistosci. Wspomniana wyzej definicja liczb rzeczywistych po
ulepszeniu przez B. Russella mówi, ze liczba rzeczywista sa dwa zbiory liczb wymiernych.
Definicja ta godzi ciagle z dyskretnym, jest scisla, ale jakze odlegla od intuicji. Pojawiaja sie
geometrie nieeuklidesowe i wielowymiarowe, a w analizie trudno sie obejsc bez zbiorów
nieskonczonych. Matematycy pracuja nad stworzeniem abstrakcyjnej algebry, która coraz
mniej jest oparta na arytmetyce, a czesciej polega na badaniu abstrakcyjnych operacji na
abstrakcyjnych obiektach. Matematyka oddala sie od fizyki i intuicji. Powszechniejszy staje
sie poglad, ze pojecia matematyki sa tworem mysli nie skrepowanej doswiadczeniem. Kryteria
scislosci czesto odwoluja sie do definicji formalnych, czasem sztucznych ale precyzyjnych.
W dowodach intuicja zostaje zastapiona przez logike.

Nie wszyscy matematycy uwazali, ze zachodzace procesy w istotny sposób wplynely na zmiane
istoty matematyki. Czesc z nich uwazala, ze scislosc i rygor nie tworza matematyki, lecz tylko
pozwalaja udowodnic to, co podpowiada intuicja, ze nowe aksjomaty sluza do dowodzenia
starych twierdzen. A jednak rygor i logika prowadza do nowych twierdzen, które nie tylko
nie sa uscisleniem intuicji, ale wrecz jej przecza. Matematycy konstruuja dziwne przyklady -

funkcje ciagle bez pochodnych, linie ciagle wypelniajace kwadrat. Okazuje sie, ze suma szeregu
funkcji bardzo ciaglych i rózniczkowalnych nie musi byc ciagla. Wielu matematyków uwaza
te przyklady za patologiczne i protestuje przeciwko nowym pomyslom. H. Poincare pisze:
"Logika czasami tworzy monstra. Przez pól wieku ogladalismy mnóstwo dziwacznych funkcji,
które zmusza sie do tego, aby mozliwie malo przypominaly przyzwoite funkcje, które do

czegos sluza [... J. Istotnie, z punktu widzenia logiki te dziwne funkcje sa najbardziej ogólne,
natomiast te, które spotykamy bez specjalnego szukania i które podlegaja prostym prawom,
okazuja sie szczególnym przypadkiem, nic nie znaczacym marginesem. W dawnych czasach
wymyslano funkcje z powodów praktycznych, dzis wymysla sie je tylko po to, by ukazac
defekty w rozumowaniach naszych poprzedników".
Niezaleznie od pogladów wielu ówczesnych matematyków nowe metody i nowe kryteria
scislosci weszly do matematyki na stale. Mozna bylo ignorowac patologiczne konstrukcje
i najbardziej abstrakcyjne dzialy matematyki, ale trzeba bylo pogodzic sie z tym, ze nawet
w badaniac~ starych, dobrych zagadnien rygor i logika zajely miejsce intuicji, ze zmienily sie
kryteria poprawnosci dowodów, ze zmienilo sie pojecie prawdy w matematyce.
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Na poczatku XX wieku rozwój pojec matematyki osiagnal taki poziom, ze w codziennej
praktyce nie bylo juz klopotów ze scisloscia. Trudno bylo jednak uznac, ze wszystkie pojecia
sa jasne, ze podstawy, na których opiera sie matematyka, sa bardzo solidne. Najwiecej
klopotów sprawialo pojecie zbioru nieskonczonego. Jego pojawienie sie bylo nieunikniona
konsekwencja rozwoju analizy. Mimo to wielu uczonych uwazalo pojecie zbioru nieskonczonego
za sprzeczne. Nie wierzono, ze zbiory nieskonczone moga byc uzywane i badane w matematyce.
Ale nawet ci matematycy, którzy oficjalnie odrzucali to pojecie, uzywali go w swoich pracach.

Poczatki teorii zbiorów zwiazane sa z nazwiskiem R. Dedekinda, który przy okazji wprowadzania
definicji liczb rzeczywistych uzywal zbiorów nieskonczonych i badal ich wlasnosci. Wyniki
Dedekinda znacznie wzbogacil G. Cantor, który stworzyl obszerna teorie zbiorów nieskonczonych,
liczb kardynalnych i porzadkowych. Jednym z wazniejszych pojec badanych przez Cantora
bylo pojecie równolicznosci. Dwa zbioryA, B sa równoliczne, jesli maja tyle samo elementów,
to znaczy jesli kazdemu elementowi zbioruA mozna przyporzadkowac element zbioruB, przy
czym róznym elementom zbioruA nalezy przyporzadkowywac rózne elementy zbioruB, oraz
elementy przyporzadkowane elementom zbioruA powinny wyczerpac zbiórB. Jednym
z ciekawszych odkryc Cantora bylo twierdzenie, ze istnieja zbiory nieskonczone nierównoliczne,
innymi slowy, ze nie wszystkie zbiory nieskonczone maja taka sama ilosc elementów (czyli
moc). Nowe odkrycia czesto zaskakiwaly matematyków. Nawet sam Cantor komentujac jedno
z nich pisal w liscie do Dedekinda "widze, ale nie wierze". Zreszta teoria zbiorów
nieskonczonych spotkala sie ze sprzeciwami wielu matematyków. Ataki na Cantora byly tak
ostre, ze pod ich wplywem zalamal sie nerwowo i musial na pewien czas. przerwac prace
naukowa.
Trzeba przyznac, ze poslugiwanie sie pojeciem zbioru nieskonczonego bylo niebezpieczne,
a teoria Cantora tych niebezpieczenstw nie umiala uniknac. Pojawilo sie wiele antynomii
(paradoksów) zwiazanych z pojeciem zbioru nieskonczonego i z pojeciem mocy. Dla ilustracji

przytocze tu jedna z bardziej znanych, pochodzaca od Russella., NiechX bedzie zbiorem
wszystkich zbiorów, które nie sa swoimi elementami. Wtedy na pytanie, czyX jest swoim
elementem (X e X), nie mozna udzielic sensownej odpowiedzi. Bo jesliX e X, to X jest swoim
elementem, a wiec na mocy definicjiX 11X. Jesli natomiast X 11X, to X nie jest swoim
elementem, przeto z definicjiX e X.

Antynomie zmusily matematyków do szukania precyzyjniejszej teorii zbiorów od tej, która
podal Cantor. Dla niektórych uczonych bylo jasne, ze rozwiazania nalezy szukac w aksjomatyzacji
pojecia zbioru. Jednym z najstarszych systemów aksjomatów opisujacych pojecie zbioru jest
system E. Zermelo. Udoskonalony pózniej przez A. Fraenkla jest stosowany do dzis i znany
pod nazwa teorii mnogosci ZF (Zermelo-Fraenkel). Metoda unikniecia antynomii zaproponowana
przez Zermelo polegala na tym, ze nie postulowal on, tak jak Cantor, ze dowolna wlasnosc
definiuje zbiór elementów, które maja te wlasnosc. System Zermelo byl stosunkowo prosty
i uzyteczny, ale nie bylo pewnosci, ze system ten jest niesprzeczny, to znaczy, ze ma realizacje
czyli model. Wprawdzie zwolennicy teorii Zermelo wierzyli w jej niesprzecznosc, ale ich wiara
opierala sie tylko na tym, ze znanych antynomii nie mozna bylo w tym systemie. zbudowac.
Zreszta do dzis matematycy nie znalezli zadnych paradoksów, które wskazywalyby na to, ze
aksjomaty Zermelo nalezy odrzucic. Wypada dodac, ze byly tez inne propozycje unikniecia
paradoksów, bardziej nawet ambitne niz teoria Zermel0, gdyz usilujace zbudowac podstawy nie
tylko' dla teorii mnogosci, lecz dla calej matematyki. Jedna z nich to teoria typów logicznych
B. Russella, druga to intuicjonizm L. E. J. Brouwera. Przedstawione przez nich metody
przezwyciezenia kryzysu podstaw matematyki mialy wady. Brouwer proponowal bowiem
przebudowanie istniejacej matematyki i zrezygnowanie z duzej czesci aparatu dedukcyjnego,
który od dwustu lat byl stosowany przez matematyków. System Russella byl natomiast
skomplikowany i malo skuteczny, a poza tym w jego pracach bylo duzo filozofii, co bardzo
odstraszalo matematyków. Obie propozycje odegraly marginesowa role w rozwoju matematyki,
mimo iz wzbudzily duzo zainteresowania wsród filozofów i przyczynily sie do powstania dwóch
szkól - intuicjonistycznej i logistycznej - w podstawach matematyki i filozofii matematyki.
Wieksze znaczenie miala propozycja przedstawiona przez D. Hilberta, który rozwiazania szukal
w aksjomatyzacji, przy czym duzy nacisk kladl na dowody niesprzecznosci. Oba te pomysly
nie byly nowe. Juz wczesniej badane byly teorie aksjomatyczne: geometria Euklidesa, geometrie
nieeuklidesowe, teoria liczb naturalnych (zaksjomatyzowana przez G. Peano) i inne. Udowodniono
tez niesprzecznosc geometrii nieeuklidesowych. Zdaniem Hilberta znane sposoby aksjomatyzacji
teorii matematycznych byly niewystarczajace. Dotychczasowe systemy formalizowaly bowiem
tylko charakterystyczne pojecia teorii, natomiast metody dowodzenia opieraly sie na, intuicyjnej
logice. W systemie aksjomatycznym HUberta zaksjomatyzowane mialy byc nie tylko pojecia
teorii, ale takze logika i metody dowodzenia. Oprócz aksjomatów teorii system formalny
powinien zawierac aksjomaty logiki a takze reguly dowodzenia. Aksjomatów logiki i teorii mnogosci
oraz regul dowodzenia powinno byc skonczenie wiele lub powinny byc opisane przez skonczona
ilosc schematów. W takim systemie dowodzenie polegaloby na mechanicznym stosowaniu
podanych regul. Do sprawdzenia poprawnosci dowodu zbedne byloby rozumienie znaczenia
pojec matematyki i logiki oraz intuicja, wystarczalaby umiejetnosc rozrózniania znaków.
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Nacisk, jaki Hilbert kladl na dowody niesprzecznosci, byl czyms nowym. Jak juz wspomnialem,
systemy aksjomatyczne opisywaly dawniej pojecia dobrze poznane w sposób nieformaIny.
Matematycy uwazali, ze znaja dosc faktów, aby za pomoca aksjomatów stworzyc idealny obraz
rzeczywistosci. Powstanie geometrii nieeuklidesowych oraz klopoty z analiza oraz pojeciem
zbioru spowodowaly zalamanie sie tego przekonania. Mozliwosc tworzenia systemów
aksjomatycznych, które bylyby doskonalym odbiciem swiata fizycznego, wydawala sie coraz
bardziej problematyczna. Coraz powszechniejsze stawalo sie przekonanie, ze matematyka
jest raczej konstrukcja wolnego umyslu ludzkiego. Dotychczas kryterium poprawnosci systemu
byla jego zgodnosc z intuicja i doswiadczeniem, teraz tego kryterium zabraklo i wielu uczonych
uwazalo, ze jedynym uzasadnieniem teorii moze byc jej logiczna niesprzecznosc. Spowodowalo
to wzrost znaczenia dowodów niesprzecznosci. Do tej pory opieraly sie one na teoriach, których

niesprzecznosc nie budzila watpliwosci. I tak w dO\~_odzieniesprzecznosci geometrii
nieeuklidesowych poslugiwano sie geometria euklidesowa, a w dowodzie niesprzecznosci

geometrii euklidesowej Hilbert posluzyl sie teoria liczb rzeczywistych. Dowody te polegaly
na konstruowaniu przy pomocy jednej teorii modeli dla teorii, której niesprzecznosci dowo'dzono.
Ale te metody stracily znaczenie w chwili, gdy uznano, ze zadna teoria nie ma dostatecznych
podstaw. Ponadto bylo wiele teorii, dla których trudno bylo znalezc nawet takie, wzgledne
dowody niesprzecznosci. Tak bylo z teoria liczb naturalnych, z teoria liczb rzeczywistych
i teoria zbiorów nieskonczonych. Bylo oczywiste, ze dla zbudowania modelu dia teorii zbiorów
nieskonczonych trzeba miec do dyspozycji zbiory nieskonczone, a zadna inna teoria nie
gwarantowala istnienia takich zbiorów. '
Aby uniknac klopotów z konstruowaniem modeli dla róznych teorii, Hilbert zaproponowal
inna metode dowodzenia niesprzecznosci. Wprowadzil pojecie niesprzecznosci formalnej;
teoria jest formalnie niesprzeczna, jesli z aksjomatów tej teorii przy pomocy regul dowodzenia
nie da sie udowodnic dwóch zdan sprzecznych lub, co oznacza to samo, jesli nie uda sie wyprowadzic
zdania logicznie falszywego, np. l#- 1. Dowodzenie w systemie formalnym sprowadza sie do
skonczonej ilosci prostych, mechanicznych operacji. Nawet gdy system formalny opisuje zbiory
nieskonczone, poslugiwanie sie nim nie wymaga zadnej wiedzy o zbiorach nieskonczonych.
Hilbert mial nadzieje, ze dzieki temu uda sie uniknac klopotów z powstawaniem blednego
kola. Wyobrazal sobie, ze formalna niesprzecznosc systemów opisujacych zoiory nieskonczone
lub inne skomplikowane obiekty bedzie mozna udowodnic uzywajac bardzo prostych srodków,
bez odwolywania sie do pojec i metod mogacych budzic watpliwosci, takich jak na przyklad
zbiory nieskonczone. Zamierzenia te udalo sie zrealizowac jedynie w przypadku kilku prostych
teorii. Znalezienie dowodów niesprzecznosci dla teorii bardziej skomplikowanych bylo niezwykle
trudne.

Program Hilberta przyczynil sie do powstania i gwaltownego rozwoju pasjonujacej teorii
matematycznej nazywanej czasem metamatematyka. Zajmuje sie ona badaniem wlasnosci systemów
formalnych.
Najdokladniej zostaly zbadane systemy formalne zwane teoriami elementarnymi. Sa one bardzo
dobrym przyblizeniem ogóhiego pojecia systemu formalnego, a niektórzy uczeni uwazaja, ze
teorie elementarne sa jedynymi systemami spelniajacymi wszystkie postulaty Hilberta. Jednym
z wazniejszych problemów metamatematyki bylo pytanie, czy dla teorii, która jest formalnie
niesprzeczna, mozna znalezc model. Pozytywna odpowiedz na to pytanie zawiera twierdzenie
K. Godla z 1930 roku. Z twierdzenia tego wynika tez, ze aksjomatyzacja logiki podana przez
G. Fregego i B. Russella, a uzyta przez Hilberta do formalizacji matematyki, jest zupelna.
Oznacza to, ze dane zdanie mozna udowodnic z aksjomatów logiki wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ono prawdziwe przy wszystkich mozliwych interpretacjach wystepujacych w nim symboli
matematycznych (pozalogicznych).
Inna bardzo wazna dla programu Hilberta konsekwencja wyniku Godla bylo twierdzenie. ze
zdanie mozna udowodnic w sy~temie formalnym wtedyi tylko wtedy, gdy jest ono prawdziwe
we wszystkich moóelach tego systemu. Oznacza to, ze sila dowodów formalnych jest bardzo
duza. ze mozna za Ich pomoca udowodnic wszystko, co wynika z aksjomatów.
W trakcie badan nad zagadnieniami niesprzecznosci rozwazano mozliwos:;i interpretowania
jednych systemóww .nnych. Wprawdzie nie udaioSIe ta droga uzysk"c abSOlutnych dowodów
niesprzecznosci, niemniej stworzono apa~at. który w tej cbwiii jest bardzo mtensvwnie stosowan)'
w badamach nad tt:ona mnogo;cii pozwaia na istotne oslabianie:: zalozenw dowodach wzgle.lnej
niesprzecznosci. Metoda interpretacji okazala SIe tez bardzo uzytecznaw badaniach
zagadni~ma ro""'irzygaino~ci.
Hilbert spodzIewal sie, ze "ystemy formalne sluzace do opisania jednego obiektu beda zupelne,
kaiegor)czne 1 rozs:rl.ygaine. Wyjasnimy kolejno znaczenie tych slów. Teoria jest zupelna,
jeslI kazde zdanie sformulowane w jezyku wlaScIwym dla lej teorii mozna w niej udowodnic
lub obalic. Teona jest kategoryczna, Jesli ma tylko jeden model (Interpretacje), a jest
rozstrzygal!la, je;;; istnieje mechaniczna metoda pozwalajaca sprawdzic (rozstrzygnac), czy
dane zdanie jest twierdzeniem. Badania nad zupelnoscia, kategorycznoscia, a szczególnie nad
rozstrzygalnoscia teorii prowadzone byly przez wielu uczonych i daly szereg ciekawych
wyników. NiestetyrezuJtaty tych badan byly inne niz oczekiwano .
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Powiedzenie, te dwa zbiory sa równoliczne

oznacza, te istnieje funkcja wzajemnie

jednoznaczna odwzorowujaca jeden ze

zbiorów na drugi. W przeliczalnym modelu

teoni mocy istnieja dwa zbiory, które,

patrzac z zewnatrz, sa przeliczalne, a wiec
równoliczne, ale funkcja ustalajaca

rÓWnolicznosc nie nalety do modelu.

<O

Pierwszym wynikiem, który zachwial wiare w mozliwosc pelnej realizacji programu Hilberta,
bylo twierdzenie Lowenheima-Skolema. Mówi ono, ze jesli teoria ma model nieskonczony, to
ma takze model równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Z twierdzenia tego i twierdzen
G.Cantora wynika miedzy innymi,ze teoria zbiorów i teoria liczb rzeczywisty<;h nie sa kategoryczne.
Twierdzenie Lowenheima-Skolema prowadzilo do·tak zwanego paradoksu Skolema: Rozpatrzmy

model teorii zbiorów, który jest równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. W tym mogelu
prawdziwe sa wszystkie twierdzenia teorii zbiorów. Wobec tego, na mocy twierdzenia Cantora,
istnieje w nim zbiór nieskonczony, który nie jest równoliczny ze zbiorem liczb naturalnych,
a wiec ma wieksza liczbe elementów niz zbiór liczb naturalnych, Z drugiej strony, zbiór ten
jest elementem naszego modelu i nie moze miec wiecej niz on elementów. Uczeni szybko
odkryli blad w przytoczonym wyzej rozumowaniu i paradoks Skolema okazal sie niegroZDY
dla podstaw teorii mnogosci. T. Skolem skonstruowal tez model peanowskiej arytmetyki liczb
naturalnych, który ~wiera niestandardowe "liczby naturalne", wieksze od kazdej prawdziwej
liczby naturalnej, a mimo to sa w nim prawdziwe te i tylko te zdania elementarne, które sa
prawdziwe w modelu zbudowanym z liczb naturalnych. Wobec tego elementarna teoria liczb
naturalnych ma dwa rÓZDemodele, a wiec nie jest kategoryczna.

Niedlugo potem K. Godel pokazal, ze arytmetyka Peano, teoria formalna opisujaca liczby
nat\!ralne, jest niezupelna, dokladniej, udowodnil, ze jesli arytmetyka Peano jest niesprzeczna,
to istnieje zdanie prawdziwe, którego w niej udowodnic ani obalic w sposób formalny nie moZDa.
Co wiecej, nie mOZDazapewnic zupelnosci przez dodanie nowych aksjomatów. Kazda teoria
rozszerzajaca arytmetyke Peano jest niezupelna, jesli tylko system aksjomatów jest zadany
w' sposób efektywny, to znaczy jesli istnieje metoda rozstrzygniecia, czy dane zdanie jest
aksjomatem. Z twierdzenia Godla wynika, ze w systemach formalnych nie mozna udowodnic
wszystkich prawdziWych zdan matematyki, natomiast A. Tarski udowodnil twierdzenie
o niedefiniowalnosci pojecia prawdy, z którego wynika, ze w systemach formalnych nie mozna

zdefiniowac wszystkich naturalnych pojec ..
Podobnych wyników bylo wiecej. Okazalo sie, ze wiele teorii jest nierozstrzygalnych. A. Church

udowodnil, ze zbiór twierdzen logiki jest nierozstrzygalny, aJ. B. Rosser, ze zadna teoria,
której modelem sa liczby naturalne, nie moze byc rozstrzygalna. Niedawno J. Matijasiewicz
pokazal, ze nie ma metody rozstrzygania nawet bardzo prostych pytan - czy zadane równanie
algebraiczne o wspólczynnikaeh calkowitych ma ,rozwiazanie w liczbach naturalnych.
Z twierdzen o niezupelnosci i nierozstrzygalnosci wynika, ze nie mozna zbudowac systemu
aksjomatycznego opisujacego wszystkie wlasnosci liczb naturalnych. Podobne twierdzenia sa
prawdziwe dla wielu teorii, miedzy innymi dla teorii zbiorów. Tak wiec pierwsza czesc programu
Hilberta - zaksjomatyzowanie calej matematyki - jest nierealna.
Podobny los spotkal druga czesc programu. W 1931 roku K. Godel udowodnil bowiem, ze
jesli tylko teoria T jest dostatecmie bogata, to znaczy jesli mozna w niej opisac pewien fragment
arytmetyki liczb naturalnych, to niesprzecznosci T nie mozna' w T udowodnic. W szczególnosci
za pomoca srodków dostepnych w arytmetyce Peano nie mozna udowodnic jej niesprzecznosci.
To samo dotyczy teorii ZF. Wiadomo, ze wszystkie metody, które Hilbert uwazal za dopuszczalne

wdowodach niesprzecznosci, mozna sformalizowac i opisac w arytmetyce Peano. Stad
i z twierdzenia Godla wynika, ze absolutnego dowodu niesprzecznosci arytmetyki Peano ani
teorii mnogosci podac nie mozna. Warto moze na zakonczenie dodac, ze dla arytmetyki
mozna podac wzgledne dowody niesprzecznosci, chocrazby na gruncie teorii ZF. Natomiast
dla teorii mnogosci takich dowodów nie ma, jesli pominac dowody poslugujace sie "liczbami
nieosiagalnymi" , których istnienie jest znacznie bardziej problematyczne niz niesprzecznosc
teorii ZF.

Nie spelnily sie marzenia Hilberta o aksjomatyzowalnosci matematyki. Trudno jednoznacznie
rozstrzygnac, czy to dobrze, czy zle. Jedno jest pewne, nieaksjomatyzowalna matematyka jest
duzo ciekawsza i o wiele bardziej fascynujaca niz jakikolwiek system formalny.
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