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O tabelkach dziatan, symetriach i teorii grup

Kazde dwie liczby naturalne mozemy dodaé i w wyniku
otrzymamy liczbe, zwang ich sumg. Wynik mnoZenia
nazywamy iloczynem, a odejmowania — réznicg. Wiemy,
Ze réznica liczb naturalnych nie musi byé liczbg
naturalng — natomiast zawsze jest liczba catkowitg.
Mowimy, Ze zbidr liczb naturalnych jest zamkniety ze
wzgledu na dodawanie i mnozenie, a nie jest zamkniety
ze wzgledu na odejmowanie.

Sg dziatania, o ktérych nie uczymy si¢ w szkole.
Matematycy méwia, ze w zbiorze X okreéliliémy dzialanie,
Jjezeli kazdym dwém elementom (nie muszg one byé
réine) zbioru X przypisaliémy pewien trzeci element
(znéw, niekoniecznie inny niz oba poprzednie) tego
zbioru. Ten zwigzany z a i b trzeci element nazywamy
wynikiem dzialania na a i b; oznaczmy

go na przyklad przez a@®b, a[]b lub nawet po

prostu a- b.

Mozemy teraz wykonywaé dziatania na rozmaitych
obiektach. Wezmy liczby 0, 1, 2, 3 i rozwazmy w tym
czteroelementowym zbiorze dzialanie, ktére opisuje
tabelka 1. Aby odczytaé, czemu jest réwne np. 2 - 3,
znajdujemy liczbg stojaca na przecigciu rzedu poziomego
»2” 1 pionowej kolumny ,,3” — czyli 2+ 3 = 1.
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Niech X oznacza symetri¢ prostokata ABCD
(przedstawionego niZej) wzgledem poziomej osi

symetrii — a zatem przy przeksztalceniu X punkty
prostokata przechodza na swe lustrzane odbicia wzglgdem
prostej /. Symetri¢ wzgledem osi pionowej oznaczamy
przez Y, a obrét o 180° — przez R.
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Dwukrotne wykonanie kazdego z przeksztalcenn X, Y, R
przywraca wszystkie punkty prostokata do pierwotnego
polozenia.
Zapiszemy to tak: XoX = YoY = Ro R = I. Przez
I rozumiemy przeksztalcenie tozsamosciowe, to jest
takie, przy ktérym wszystkie punkty pozostaja na swoich.
miejscach. Jak mozemy si¢ przekonaé, 7e XoY = R ?
Dzialanie o w czteroelementowym zbiorze I, X, ¥, R
opisuje tabelka 2.
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Bedziemy mnozyé pary liczb. ,,Iloczynem” pary (a, b) przez

parg (c, d) nazwiemy pare (ac, bd). Piszmy p zamiast
pary (1, 1), ¢ — zamiast (—1, 1), r — zamiast (1, —1)
i wreszcie s zamiast (— 1, —1). Rozrézniamy wiec
kolejnos¢ sktadnikéw! Mozna latwo sprawdzi¢, Ze nasze
dzialanie ,,mnoZenia” opisuje tabelka 3.
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Pozornie wyglada ona zupeinie inaczej niz pozostale
dwie. Ale oto w kazdej z nich zamiast kolejnych
elementéw piszmy — w tym samym porzadku! —
0,a,b, c. Za kazdym razem otrzymamy t¢ samg
tabelke 4 i widzimy, Ze ,,w gruncie rzeczy” wszystkie
one sa takie same. Tre$¢ matematyki nie zalezy przeciez
od przyjetych oznaczen. Rozpatrywane tu dzialania
muszg mieé identyczne wlasnosci. A jak przekonaé

sig, Ze przez zadna zmiang¢ oznaczen z tabelki 5 nie
otrzymamy nigdy czwartej?
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Tabelka 2 opisuje tak zwang grupg symetrii prostokata.
Matematycy i fizycy na grupy napotykaja wszgdzw,
szczeg6lnie w algebrze abstrakcyjnej, ktéra zajmuje

si¢ odkrywaniem i badaniem wlasnoéci dziatas.
Poznali$my jedna z podstawowych takich wlasnosci:
jezeli dwa dzialania majg tabelki, ktore nie réznig sig
budowa, a tylko oznaczeniami, to wlasnosci tych dziatan
sa identyczne. Matematyk mowi: kazda z tabelek

1, 2,3, 4 opisuje grupg symetrii prostokata. Poszukajcie
i innych dzialan, ktérych tabelki sg ,,w gruncie rzeczy
takie same” jak 1, 2, 3, 4. Zbadajcie na przyklad
wlasnosci takich czterech operacji na liczbach araq,

am—a, am %, aH—»%. Co widzimy, wykonujac te

operacje kolejno?

Rozwigzanie zadania z kwietniowej Radiodelty

Zadanie ZnaleZé nieskoriczong iloéé takich rozwigzan réwnania x2+y* = z2, Ze
x,y,z 53 liczbami naturalnymi i y—x = z—y.

Rozwiazanie Zauwazmy, ze 32+42 = 5%, Zatem trdjka liczb (3, 4, 5) stanowi
rozwigzanie o zadanej wlasno$ci. Majac jedno rozwigzanie, mozemy otrzyma¢é
ich nieskoniczong ilo§é. Wystarczy spostrzec, Zze rowniez trojki liczb (3k, 4k, 5k),
gdzie k jest dowolng liczba naturalna, spelniajg nasze warunki.

Mozna wykazaé¢ przy tym, Ze sa to juz wszystkie takie rozwiazania. Przyjmijmy,
e y—x = a. Wowczas y = x+a, z = x+ 2a. Réwnanie przybiera postaé
x2+(x+a)* = (x+2a)? a po odpowiednich przeliczeniach x> —2ax—3a* = 0.
Wykorzystujac stosowne wzory obliczamy: 4 = 16a%, x, = 3a, x, = —a.
Otrzymujemy stad rozwiagzania dwojakiego rodzaju: po pierwsze trojki liczb
postam (—a,0,a),a po drug:e (3a, 4a, 5a). PoniewaZz w plerwszym przypadku
nie otrzymmemy rozwiazan w liczbach naturalnych, wiec rzeczywiscie wszystkie
rozwigzania majg postaé: x = 3a,y = 4a, z = Sa.

Ostatnig audycje w tym roku szkolnym nadamy w maju — 18 — o godz. 10°°,
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