Rys. 1. To: planety P wokoél Slorica S wedlug

teorii Newtona w hipotetycznym przypadku,
gdy Slofice ma tylko jedng planete.

Rys. 2. Rzeczywisty tor planety wokdl
Slonca. @ — kat obrotu aphelium podczas
jednego okrgienia (znacznie przesadzony).

Co to jest teoria wzglednosci

PODSTAWY GEOMETRYCZNE

Dr Andrzej KRASINSKI

‘Odpowiedz na tytulowe pytanie zacznijmy od stwierdzenia, ze: Istniejg dwie teorie wzglednodei.
Pierwsza z nich, zwana szczeg6lna, zostala opublikowana przez Alberta Einsteina w roku 1905
jako podsumowanie dlugiej serii prac, czgsciowo jego wlasnych, czgsciowo za$ innych autorow,
wirod ktorych przede wszystkim trzeba wymienic fizyka H. A. Lorentza, wielkiego
matematyka i fizyka H. Poincarégo oraz matematyka H. Minkowskiego. Teoria ta zajmuje si¢
zjawiskami mechanicznymi i elektromagnetycznymi zachodzacymi w ukladach poruszajgcych
si¢ jeden wzgledem drugiego z duzymi predkosciami (,,duzymi” znaczy tu: powyzej kilkunastu
procent predkosci Swiatla w prozni). Mowi sie w niej o wzglednym spowolnieniu biegu czasu

w dwu poruszajacych sie wzgledem siebie ukladach, o niemoznosci ,,przescignigeia Swiatla”,

o tym, Ze zdarzenia roéwnoczesne dla jednego obserwatora moga nie byé rownoczesne dla innego,
i o wielu innych tak zwanych paradoksach, dobrze znanych czytelnikom literatury popularnej.
Gléwnym tematem niniejszego artykutu bedzie druga teoria wzglednosdci, zwana og6lng, nad
ktora Einstein pracowat w latach 1905—1915. Jest ona, jak wskazuje nazwa, uogélnieniem
poprzedniej. Ta pierwsza zajmowala si¢ bowiem opisem zjawisk zachodzacych bez udziatu sit
grawitacyjnych, podczas gdy teoria ogolna opisuje zjawjska fizyczne zachodzace w obecnosci
pola grawitacyjnego. Z tego powodu ogodlna teoria wzglednosci, cho¢ wywodzi sig z ,,czystej”
fizyki, jest silnie powigzana z astronomia — nauka o obiektach i zjawiskach, w ktorych
grawitacja jest wszechobecnym, cz¢sto najwazniejszym elementem.

SKAD SIE WZIELA OGOLNA TEORIA WZGLEDNOSCI

W poczatkach XX wieku mechanika i teoria grawitacji Newtona, oparte na trzech znanych
prawach dynamiki, wydawaly si¢ niewzruszalna podstawa catlej fizyki i nikt powaznie nie watpit
w ich prawdziwo$¢. Istniala tylko jedna luka w tym popzornie doskonalym dziele. Zgodnie z teoria
Newtona, planety powinny krazy¢ wokél Slofica po zamknigtych torach eliptycznych. Sciélej
méwiac, gdyby Storice mialo tylko jedng planete, jej tor powinien by¢ elipsa o ognisku w Srodku
masy ukladu Slofice — planeta. PoniewaZz w rzeczywistosci ukiad sloneczny sklada si¢ z 9 planet
oraz znacznej liczby ksiezycdw, planetoid i komet, wszystkie te ciala zaburzaja nawzajem swoje
orbity i zadna z nich nie jest iciSle eliptyczna. Zaburzenia toru planety pochodzace od ksigzycow
innych planet oraz od komet sa na tyle male, Zze moZna je pomina¢. Zsumowane zaburzenia
pochodzace od pozostalych 8 planet ujawniaja si¢ w ten sposéb, Ze tor planety jest krzywa
,,rozetkowa”, ktéra mozna sobie wyobrazi¢ w nastepujacy spos6b. Przypu$émy, Zze dana planeta
porusza sie po prawdziwej elipsie, lecz elipsa ta réwnocze$nie obraca sig powoli wokoél swojego
ogniska w tym samym kierunku, w ktérym planeta krazy. Wéwczas, po wykonaniu obiegu

o 360° wokél Slorica, planeta nie powrdci do punktu wyjéciowego. Proste, poprowadzone

z ogniska orbity do dwoch kolejnych punktéw maksymalnego oddalenia planety od Storica,
beda tworzyly rozny od zera kat zwany katem obrotu aphelium (z powodow technicznych

w astronomii mierzy sie raczej kat obrotu perihelium, czyli punktu minimalnego oddalenia
planety od Slorica). Kat ten jest tym wiekszy, im blizej Slorica lezy dana planeta. W przypadku
Merkurego wynosi on 5599,74 +0,41 sekund katowych na stulecie. Jest to efekt na tyle wyrazny,
Ze byl znany astronomom juz w pierwszej polowie XIX wieku. Jednak w roku 1859 francuski
astronom U. J. Leverrier stwierdzil, ze zsumowane oddzialywania pozostalych planet nie
wystarcza do wywolania tak duzego obrotu perihelium Merkurego. Obrét obserwowany jest

o (43,1140,45)" na stulecie za duzy. Rozbieznoé¢ ta stala si¢ jednym z gléwnych Problembw
XIX-wiecznej astronomii, za$ jej wyjasnienie — pierwszym i do dzi§ najwaZniejszym sukcesem
ogoblnej teorii wzglednosci. 3
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Rys. 3. ,,Wzorcowy linial” rozciggnigty
migdzy gwiazdami A i B, powyginany przez
pola grawitacyjne innych gwiazd. W lizyce
Newtona uwazano to zjawisko za skutek
drialania sil grawitacyjnych. W teorii
Einsteina (patrz koniec artykulu) jest to
efekt geometryczny.

Wyjasnienie to bylo ,,efektem ubocznym" teorii Einsteina, nie za$ wytyczonym z gory celem.
Punkt wyjscia rozumowania, na ktérym oparla sig teoria wzglednosci, byt nastgpujacy. Pierwsze
prawo dynamiki Newtona powiada, Ze w przestrzeni wolnej od wszelkich oddzialywan fizycznych
kazde cialo poruszaloby sie ruchem jednostajnym i prostoliniowym. Jesli jednak probujemy
zastosowaé pierwsze prawo Newtona do jakichkolwiek obiektow astronomicznych, przekonujemy
si¢ zaraz, Ze przestrzen wolna od oddzialywad po prostu nie istnieje. Wszedzie, od skali ukladu
planetarnego do skali calego Wszechéwiata, dziala pole grawitacyjne, powstajace przez nalozenie
sie na siebie oddzialywar grawitacyjnych wszystkich cial obecnych we Wszechswiecie. Zatem
pierwsze prawo dynamiki jest tylko abstrakcja, ktora nigdzie nie moze realizowac sig Scisle.
Teoria Newtona miala na to argument w postaci nastepujacego wniosku z Il prawa dynamiki:
na skutek wszechobecnosci grawitacji rzeczywiste tory ruchu cial we Wszechdwiecie ulegaja
zakrzywieniu. Tu mozna zapytaé: zakrzywieniu, ale wzgledem czego? Skoro mowimy, Ze co§

jest krzywe, zakladamy automatycznie, ze wiemy, co jest proste. A wigc: co to jest linia prosta,
skoro nie mozemy wskaza¢ realnego ciala poruszajacego sig po niej?

Szkolny kurs geometrii wyrabia w nas pewne ,,euklidesowe” intuicje i w pierwszym momencie
kazdemu wydaje sie, Ze wyznaczenie ,,idealnej” linii prostej biegnacej przez dowolnie duze

obszary Wszech$wiata jest w zasadzie mozliwe. Po chwili zastanowienia jednak nie wydaje si¢

to juz tak oczywiste. Czy wzorcem prostej bylby sznurek rozciagnigty od gwiazdy do gwiazdy lub
odpowiednio diugi linial? Pomijajac techniczna nierealno$¢ takiego wzorca, odpowiedz brzmi
oczywiscie: nie! I sznurek i linial musialby tez ugiaé si¢ pod dzialaniem sit grawitacyjnych. Po
glebszym zastanowieniu padlaby moze propozycja: linig prostg jest przediuzenie osi teleskopu. Jezeli
obserwator patrzacy z pewnego punktu widzi dwa obiekty astronomiczne dokiadnie w tym samym
kierunku, dalszy ukryty za blizszym, to obiekty te musza leze¢ na jednej prostej z obserwatorem.
Przelozona na jezyk fizyki definicja ta mowi: promienie éwietlne rozchodzg sig po liniach

prostych. Czy to fakt, czy znow falszywa intuicja?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przeprowadZmy pewien eksperyment myslowy. Przypusémy,
e wyznaczenie kierunku idealnej prostej jest mozliwe, i Ze po takim idealnym torze prostym
porusza sig pojazd miedzygwiezdny pozbawiony wszelkich urzadzen umozliwiajacych zobaczenie
tego, co dzieje si¢ na zewnatrz. WyobraZmy sobie, ze przelatuje on, ze stalg predkoscia v, obok
gwiazdy o masie M. Niech minimalna odleglo§¢ pojazdu od srodka gwiazdy (tzn. odlegloé¢
$rodka gwiazdy od toru) wynosi d, za§ moment osiagniecia odleglosci d oznaczmy przez f = 0.
Wtedy natezenie pola grawitacyjnego dzialajacego na pojazd w dowolnej chwili ¢ bedzie rowne
GM
C d24oi?
Wyobrazmy sobie teraz drugi pojazd, ktory porusza sie z dala od wszelkich gwiazd i planet,

g i bedzie skierowane stale do $rodka gwiazdy (G — stala grawitacyjna Newtona).

ale porusza si¢ po linii krzywej, z niestalym przyspieszeniem rownym a = skierowanym

d*+vit?

stale od tego samego punktu przestrzeni. Tym razem G, M, d i v sa parametrami o wymiarach

odpowiednio stalej grawitacji, masy, odleglodci i predkosci dobranymi tak, aby zalezno$¢ a od 7

byla dokladnie taka sama, jak zaleznosé g od ¢ (w drugim przykladzie staly parametr v nie jest
I

réwny predkosci pojazdu, predkoéé te mozna obliczy¢ ze wzoru »(f;) = fa(r)dr+ o(to); jest
1

ona oczywiscie zmienna). Sila bezwladnoéci bedzie wtedy skierowana przeciwnie do wektora

przyspieszenia, a wiec bedzie skierowana wciaz do tego samego punktu i bedzie zalezala od

czasu w. taki sam sposob, jak sila grawitacyjna w pierwszym przykladzie. Krotko méowiac,

bedzie dokladnie imitowala sile grawitacyjna. Do jakiego stopnia dokladnie?

g

Rys. 4. Pojazd miedzygwiczdny przelatujacy Rys. 5. Pojazd miedzygwiezdny poruszajacy
obok gwiazdy po torze prostoliniowym. si¢ w pustej przestrzeni ruchem przyspieszonym,
. przy ktérym sily bezwladnosci symuluja
przycigganie grawitacyjne gwiazdy.
wSymulowana gwiazda™ znajduje sig
w punkcie S, odleglym o d od punktu
maksymalnej krzywizny toru. a;, a3, 83 —
pr i ia w réznych punktach toru.
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Rys. 6. W pojeidzie przecinajgcym

P 0 promiedi $wietlny nastgpuje
pozorne ugiecie promienia: promier trafia

w ekran w punkcie B, zamiast w punkcie

A. Rysunek powyiszy przedstawia sytuacje

w ukladzie odniesienia zwigzanym z pojazdem.

_%&%
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Od czaséw Galileusza wiadomo bylo, Ze imitacja ta jest zupelna w zjawiskach mechanicznych.
Intuicja podpowiadala, ze w takim razie analogia powinna by¢é zupeha i w pozostalych
zjawiskach, bo wlasnoéci mechaniczne cial sa tylko powierzchownym obrazem oddzialywan
elektromagnetycznych i jadrowych, decydujacych o strukturze cial, ich elastycznodci itp. Efekty
elektromagnetyczne rowniez nie powinny wobec tego odrdzniaé sit bezwladnosci od sil grawitacyjnych.
Swiatlo za$ jest strumieniem fal elektromagnetycznych. Zatem...

Zanim przeprowadzimy nastepny eksperyment myslowy, wyjasnimy male oszustwo. Obserwator
z pierwszego przykladu mogl oczywiscie wyjrze¢ na zewnatrz pojazdu, zobdczyé, ze przelatuje
obok gwiazdy i wywnioskowaé stad, Ze dziala na niego sila grawitacyjna, a nie sita bezwladnosci.
Dlatego zabroniliémy mu wyglada¢ (oszustwo zawsze lubi ukrywaé si¢ za niezrozumialymi
surowymi zakazami i ograniczeniami). Sens fizyczny tego ograniczenia byt taki: sily grawitacyjne
mozna odrozni¢ od sit bezwladnosci tylko przy pomocy informacji zebranych z duzych obszaréw
przestrzeni, natomiast w eksperymentach lokalnych, przeprowadzanych w malym otoczeniu
pojedynczego punktu, te dwa rodzaje oddzialywan s3 nierozroznialne.

PrzeprowadZmy teraz nastepny eksperyment myslowy. Przypusémy, ze nasz pojazd miedzygwiezdny
porusza si¢ po linii prostej ruchem jednostajnie przyspieszonym i w pewnym momencie przecina
prostopadle promien $wietlny. Swiatio wpada przez okienko i tworzy jasna plamke na przeciwleglym
ekranie. Gdyby pojazd stal w miejscu, promieni taki powinien, w my$l mechaniki Newtona,

biec po linii prostej. Zaznaczmy na ekranie miejsce, gdzie wowczas powstalaby plamka $wietlna.

Co sig dzizje w przyspieszajacym pojezdzie? Zanim $wiatlo przebiegnie od okienka do ekranu,
pojazd przesunie sig o. pewien odcinek. Plamka powinna wigc powstaé nieco ponizej Zaznaczonego
miejsca. Zatem promieri $wietlny ugina si¢, gdy obserwowa¢ go z ukladu przyspieszonego. Skoro
za$ sily bezwladnosci lokalnie imitujg sily grawitacyjne, powinien uginaé sie takze w polu
grawitacyjnym. Nie bylby wigc wzorcem linii prostej w przestrzeni z grawitacja.

Ryx.T Ta sama sytuacja, co na rys. 6,

Lo Fes dr. A Lantast

nary w zwigzany
ze frodlem $wiatla Z. Trzy rysunki dotycza
trzech réznych chwil czasu: a) Foton

F wpada przez okno, b) Foton w polowie
drogi od okna do ekranu, c) Foton trafia

w ekran,

W tym miejscu nalezy podkresli¢ wielka $miato$é intelektualng Einsteina. Do jego czaséw nie
wykonano zadnych obserwacji, ktére sugerowalyby uginanie si¢ promieni $wietlnych w polu
grawitacyjnym, poniewaz nikt o takiej mozliwoéci nie pomyslat, za§ wielu ludziom wydawala
si¢ ona niedorzeczna. Einstein zaryzykowal postawienie takiej hipotezy, za$ kilka lat po ogloszeniu
jej drukiem, w roku 1919, ekspedycja astronomiczna pod kierunkiem A, S. Eddingtona
przeprowadzila obserwacje, ktore z mala wprawdzie dokladnoscia, ale zupelnie wyraZnie
potwierdzily jg (jak sig robt takie obserwacje, powiemy w nastgpnym artykule). Smiato§é
FEinsteina polegala rowniez na tym, Ze poszedi dalej za wmoskaml ze swojej hipotezy, nie
czekajac na jej potwierdzenie.

Skoro nawet promienie $wietlne nie moga by¢ wzorcami fxzymyml linii prostej, trzeba spojrzeé
prawdzie w oczy i powiedzie¢ sobie twardo, ze wzorzec linii prostej nie istnieje. Teoria Newtona
nie potrafi wiec wskazaé, jak wygladalby hipotetyczny tor obiektu astronomicznego

w przestrzeni wolnej od grawitacji, a wigc nie umie stwierdzi¢, na ile tor rzeczywisty odchyla

si¢ od niego. W tej sytuacji jest rzecza rozsadniejszg zalozy¢, ze pole grawitacyjne modyfikuje
geometri¢ w przestrzeni, za§ w owej zmodyfikowanej geometrii torami ruchéw swobodnych

s4 nie linie proste, lecz okregi, elipsy, hiperbole i inne orbity znane z astronomii obserwacyjnej.
Teoria oparta na takich zatoZeniach bgdzie moze trudniejsza w zastosowaniach, lecz bedzie
uzywala poje¢ majacyeh bezposredni sens fizyczny i nie bedzie musiala postugiwaé sie
abstrakcyjnym tlem w postaci przestrzeni euklidesowej — niemozliwej do zaobserwowania.
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Rys. 8. Dwuwymiarowy model przestrzeni

euklidesowej w teorii Newtona, Geometria
nie zalezy od rozkladu materii, przestrzei

Rys. 9. Dwuwymiarowy model krzywej
przestrzeni uzywanej w teorii Einsteina:
~ Im silniejsze pole grawitacyjne, tym bardziej
km\n przestrzeni. Dla wyrazistodci
; tysunku wysokosci ,,wzgdrkéw'' sg znacznie
przesadzone.
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g Zaldimy, ic & nie jest wielokrotnoscig
liczby m, & wige x = 2ka+f, gdzie 0 < f < =

" Z warunkéw zadania wynika, e dla kazdej

E}M naturalne] n wickszej od 1 jest

= sin(n— 1)a < sin(n+ 1a, cayli sin(n+ Da+
ssin(n— 1)z = 0,
Jezeli I, m sq dowolnymi liczbymi naturalnymi
wigkszymi od 1, to 2sinxcosix = 0,

4 2sinxcosmaz = 0, skqd wynika, Zze
dgin‘xcoslacosma = 0 i poniewat sinxe # 0,
wige coslecosma = 0,

Wykazemy teraz, 2¢ istniejg liczby naturalne
1i m, obydwie wigksze od 1, dla ktérych
coslacosma < 0.

Zsina cosnx = 0,

Sn Sn Tn

Przedzial ( == —] i = —-—-—) ma

¥ \zier 2e7) ' \2iar 2iAT) ™0
diugoié llﬂi > 1, W katdym z nich znajduje sig
wigc pewna liczba naturalna wigksza od 1

In 3 : § o

% — —) . Niech liczbami takimi

feort 5357 > 2
‘bedy [im:

g RS
2|p| 281" 28 2181 "
%amﬂﬂl -‘-%n. -;-‘l < mip| < —;‘ﬂv
Wowezas coslecosma = cos(2kix+
+Ip)cos(2kmn+ mf) = coslpcosmfl =

= cosl|f|cosm|f| < 0, gdyt cosl|f] = 0,
cosm|fi| < 0.

Zalozenie, 2e o nie jest wielokrotnoscig
liczby = doprowadzilo nas do sprzecznodci,
& wige-przy pewnym calkowitym p musi
byé & = pr. Wiedy oczywiicie sinma =

= gin{n+ 1)a = 0 dla katdej liczby
naturalnej n.

FIZYKA A GEOMETRIA

Intuicja geometryczna czlowieka jest bardzo ograniczona.Potrafimy sobie wyobrazi¢ trojwymiarowa
przestrzeni euklidesowa, ktora bywa nazywana plaska, lecz,,zakrzywiona” przestrzen tréjwymiarowa
sprawia naszej wyobrazni juz duze kiopoty.

Przestrzenie o liczbie wymiaréw wickszej niz trzy wymykaja si¢ wyobraZni zupehie. Checac mie¢
pewne pojecie o ,,krzywej” geometrii w przestrzeni wielowymiarowej, musimy postugiwac si¢
dwuwymiarowymi analogiami. Istnieje wiele dwuwymiarowych powierzchni, ktorych geometria
nie jest euklidesowa (najlepiej znanym przykladem jest powierzchnia kuli). Postuzmy sie
dwuwymiarowym modelem przestrzeni dla objasnienia podstawowej roznicy migdzy teoria
Newtona a teoria Einsteina.

Wedlug tej pierwszej przestrzen byla plaszczyzna, bez wzgledu na obecno$c lub brak materii.

W teorii Einsteina przestrzefi jest prawie plaszczyzna tam, gdzie pola grawitacyjne s3 bardzo
stabe, za§ w otoczeniu cial wytwarzajacych pole grawitacyjne na plaszczyZnie pojawiajq si¢
»wzgorki” — tym wyzsze, im silniejsze pole grawitacyjne.

Taki stowny opis nie moze byé oczywiscie podstawa teorii fizycznej. Dobra teoria musi operowaé
$cislymi prawami, wyrazonymi przez rownania matematyczne. Réwnania takie, zwane
réwnaniami Einsteina, ma réwniez teoria wzglednosci. Sg one jednak na tyle zawikiane i operuja
tak zaawansowanym aparatem matematycznym, Ze ich przedstawienie w krotkim artykule nie
jest mozliwe.

Poprzestafimy wiec na stwierdzeniu, Ze wiaza one gesto$¢ materii i wszystkich rodzajow energii

w otoczeniu danego punktu przestrzeni i danej chwili czasu z prawami geometrii obowigzujacymi
w otoczeniu tego punktu i chwili.

W tym miejscu pojawi sie¢ w naszym wywodzie niecigglo$c¢.

W nastepnym artykule powiemy o do$wiadczalnych testach teorii wzglednosci. Pominiemy
natomiast droge, ktora prowadzi od zalozen, przedstawionych w skrocie powyzej, do wnioskow,
czyli przewidywanych wynikéw eksperymentéw. Droga ta nie da si¢ bowiem przesledzi¢ bez
pomocy zaawansowanej matematyki.

w powm mykule d.'la wigkszej pn:ejmmolci Autor nie utywa terminu matematycznego stosowanego

a w i bl tyce. Chodzi mi icie o pojecie geodezyjnej
(.ﬂ:lﬂej mowi sig Imn geodezyjnej, tak jak: linii prostej). Geodmjne w danej przestrzeni to linie najkrétsze,
Gdy naszg przestrzenig jest np. sfera, to geodezyjne q okregami kol wielkich — palrz wyzej. Nazwe ,neodexy]na
_mozna objaénié nastepujgco: dlugaéé lzyn pmlteno toru kolejowego miedzy dciami Ai B Jest
réwna nie odleglosci tych i w tréjwymiarowej przestrzeni euklid j, a dlugosci luku przecigci
powierzchni Ziemi plaszczyzng przechodzaca przez A, B i $rodek Ziemi — takie zagadnienia rozpatrujg geodeci.
Rozpatrujgc jakaé przestrzefi wewnetrznie uzywa si¢ nicjednokrotnie terminu ,,prosta” zamiast ,,geodezyjna
nie uwazajac za sluszne rezerwowania nazwy ,,prosta’ tylko dla ge ii euklid j. W teorii wzglednoici tor,
po ktdrym biegnie Swiatlo, jest traktowany jak prosta.(bo jest geodezying, o ile odlegloéé mierzymy czasem
przebiegu §wiatla — prawda?). Warto tu zajrze¢ do artykulu Alberta Ei Delta 2/1977.

(Red.)

@
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Podstawisjgc w pierwszej réwnosci zamiast
x liczbe x + a otrzymujemy f(x + 2a) =

= g{x+ a), skad na mocy drugiej rownodci
wynika, ze

(.08

fx+2a) = —fix).

Podstawiajgc tu zamiast x liczbe x+ 2a
otrzymujemy

flx+4a) = —f(x+2a) = fi(x).
Ponadto g(x+4a) = fix+a+4da) =
= flx+a) = g(x), a wiec okresem kaidej z
funkcji fi g jest 4a.
Przykladem funkcji f i g speiniajacych
podane w zadaniu warunki przy a = % sa

funkcje sinus i cosinus.
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Miech danymi liczbami badg a,, a1, ..., Gm.

Utwérzmy iloczyn P = a@;0; ... Gma3;0; .
vee @ 2ee @y 83 ... Gm MAJRCY Mmn czynmkbw
Grupu]qc w nim wyrazy po a otrzymujemy
iloczyn m liczb, z ktérych kazda, jako
iloczyn n danych liczb, jest wigksza od 1.
Liczba (@43 ... am)" = P, jest wige
iloczynem liczb wigkszych od 1, zatem

[ —
P:I.ula,...am=}/a">l.



