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Liczby zespolone jako punkty na plaszczyinie

Pigciokaty foremne: wypukly i wklgsly
(gwiazdzisty)

Prof. dr Julian EAWRYNOWICZ

Postlugujac sie w szkole liczbami rzeczywistymi i wykonujac na nich dzialania méwimy zwykle,
7e pierwiastek kwadratowy z (—1) nie istnieje. Dokladniej nalezaloby powiedziec, ze wérdd liczb
rzeczywistych nie ma takiej liczby, ktorej kwadrat rowny jest —1.

Jedna z metod wprowadzenia liczb zespolonych polega na powigkszeniu zbioru liczb
rzeczywistych o pierwiastek z (—1), tj. o taka liczbe i, ze i* = —1. Wowczas za liczby zespolone
uwazamy wszystkie dwumiany postaci a+ bi, gdzie a oraz b sa liczbami rzeczywistymi.
Praktyczna potrzeba takich liczb powstaje np. przy rozwiazywaniu rownania stopnia trzeciego.
x*+px+q = 0, ktorego rozwigzanie x,; dane wzorem

¢ =]/——‘¢I+]/——'P g 3+]/—~q ]/—-p3+—q

1
Jjest liczba rzeczywista rOwniez w tzw. przypadku nieprzywiedlnym, gdy E p*+ vy g <O

Postuzymy si¢ inng metoda wprowadzenia liczb zespolonych, pochodzaca od Karola Fryderyka
Gaussa (przetom XVIII i XIX wieku). Liczbe a+ & uwazamy tu za punkt (x, y) plaszczyzny,
ktérego wspolrzedne wynosza x = a, y = b. Mowiac jezykiem algebraicznym, liczba zespolong
nazywamy kazda parg uporzadkowana (x, y) liczb rzeczywistych x, y; przyjmujemy przy tym
nastgpujace definicje rownosci, sumy i iloczynu:

(X1, ¥1) = (x2,¥2) < X1 = X2, Y1 =V2,

(X1, y1)+(x2, ¥2) = (x1+x2, y1+y2), Cer, 1) (X2, ¥2) = (X1 X2—p1p2, X1V2 +X201).
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Dod ie liczb polonych Mnozenie liczb zespolonych.

Uwaga: zakreskowane trdjkaty sq podobne (udowodnijeie!).

Roznice i iloraz dwu liczb zespolonych (xy, y;), (x2, y2) definiujemy odpowiednio jako
rozwigzania rownan

(x2,92)+(x, 9) = (1, 31), (X2, 02) (%, ¥) = (x4, 1),
przy czym w przypadku ilorazu zakladamy, ze (x;, y2) # (0, 0).
Przyporzadkowanie kazdej parze (x, 0) liczby rzeczywistej x jest roznowartosciowe, co wigcej,
zdefiniowane wyzey dzialania dla liczb postaci (x, 0) daja analogiczne rezultaty do (zwyklych)
dzialan na liczbach rzeczywistych. Uzasadnia to nierozroznianie w dalszym ciggu liczb (x, 0) i x.
Wprowadzajac zatem oznaczenie i = (0, 1) (jednostka urojona) otrzymujemy (x, y) = x+iy.
Liczby rzeczywiste x, y nazywamy odpowiednio czgscig rzeczywista (po lacinie pars realis)
i urojong (po lac. vars imaginaria) liczby z = x+iy piszac x = rez, y = imz. Liczbe z = x—iy
nazywamy sprzezong z liczbg z = x+iy.
Liczbe r = |z| = }/J_c"-'l-_y—f nazywamy modutem (lub wartoscig bezwzgledna) liczby z, kazda za$
liczbe # = Argz taka, ze x = rcos#, y = rsin? — argumentem (lub amplituda) liczby z.
Dla z # 0 w przedziale —x < # < =z istnieje dokladnie jeden argument; nazywamy go
argumentem glownym liczby z i oznaczamy symbolem arg z. Piszac z = r(cos# +isini)
stwierdzamy, ze z" = r"(cosni+ isinni#) oraz ze istnieje dokladnie n roznych pierwiastkow
n-go stopnia z liczby z # 0:

S v #+2k
(VZ); = f/r (cos— 8L

przy czym pierwiastkowanie zdefiniowano jako dziatanie ,,odwrotne™ do potggowania:

(VT = =

Pierwiastki kazdego réwnania

k=0,..

w9+2kn)
3 . ,ﬂ_l,

n

= R(cosp+ising)

wyznaczaja wierzcholki n-kata foremnego o srodku w poczatku ukladu. Wielokaty te moga by¢
wypukie lub wklgste (gwiaZdziste). Odwrotnie, kazdemu takiemu wielokatowi mozna
przyporzadkowaé pewne rownanie tej postaci. Daje to metode rozwiazywania zadan dotyczacych
wielokatow foremnych.



Wynik preykblodu | poswala na
skonstruowanie przy pomocy cyrkla i linijki
pigciokata foremnego,

W tym celu wykreslamy okrag o promieniv |
i dla ustalenia uwagi przyjmujemy, e jego
srodek znajduje si¢ w punkcie 0. Polowimy
(za pomocg cyrkla i linijki) odcinek [—1;0]

i z punktu — ., zataczamy okrag

przechodzgcy przez punkt i, Z twierdzenia

Pitagorasa odcinek [— -;—: l'] ma diugosé

1 1
5 y22+1 - 2 } 5, a wige wykreslony

|
okrag o Srodka — 2 przecina prawa

L
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W konsekwencji odcinek [i; xy] ma diugosé

1 =
palos odeigtyveh w punkcie x, = 3 Y 5=

e
5 } 10-2) 5, ktora — jak latwo sprawdzié

jest townu dlugosci boku wypuklego
picciokgta foremnego z preykladu |,

Przyklad 1. Wyrazimy za pomoca czterech dzialan i pierwiastkowania liczb wymiernych kosinus

kata, pod jakim wida¢ bok wypuklego pigciokata foremnego wpisanego w okrag ze srodka tego
okregu.

2 1 1
Szukany kosinus (oczywiécie kata 5 7 czyli '.-'2") wynosi: cos 72° = rez = 3 (z+ - --), gdzie
4
- 1 1
z=/1.Ale0=z2—1=(z=1) @+ 42 4+241) = z‘(z—l)(z’+ — +zt — +1),
z z

1 1\
skad wobec tozsamosci z*>+ - prY = (z+ —-) —2 otrzymujemy
-4

LA 1
(z+ —) + (z+ )*1 = 0 czyli 4cos?72°+2 cos72°—1 = 0.
Zz Z

1
Poniewaz cos 72° > 0, wigc pozostaje tylko jedna mozliwos$é: cos 72° = —

7 ( 1+v s).
Przyklad 2. Wykazemy, ze jesli A, 4, ... A, jest wielokatem foremnym wpisanym w okrag
0 promieniu r, zas P dowolnym punktem tej samej plaszczyzny odleglym od srodka O okregu
o p, przy czym £ POAx = g, k=1, ...,n, to

PA}-PA3- ... -PA; = p*"—-2p"r" cos ngu+r?",

Jest to tzw. twierdzenie de Moivre'a (czyt. de Muawra) o kole. W przypadkach, gdy P lezy

na promieniu OA, tzn. ¢, = 0, lub P lezy na dwusiecznej kata ¥ A,04,, tzn. ¢, = z/n,

mowi si¢ 0 twierdzeniu Cotesa (czyt. Koutsa) o kole.

Obierzmy tak uktad wspolrzednych, by jego poczatek pokrywat sig z punktem O, punkt P za$
lezal na polosi rzeczywistej dodatniej (tj. z = rez > 0). Liczby zespolone odpowiadajace punktom
Ai, ..., A, sa pierwiastkami rownania z" = r"(cos ng,+ i sin ng,) : zatem

PAT-PA3- ... -PA: = |r"(cos npi+isinnpy) —p°|* =p** c.b.d.u.

2p"r"cos np+r2",
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Punkt P z proakladu 2 lezy wewnatrz
wielokata A, A; ... Ag

Punkt P z prevhladu 2 lezy na zewngire
wiclokata A4, 4y ... Ay
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Punkt P z praykbidu 2 lesy na promicniu
0A,

Punkt P z pravkladu 2 leiy na dwusiecznej
Kata % 4.04,

Zauwazmy, Ze rozumowanie nie zalezy od wyboru wielokata foremnego wyznaczonego przez n
pierwiastkOw rownania z" = r": moze on by¢ zarowno wypukly jak i wklegsly (gwiazdzisty).
Przyklad 3. Niech A, B, C, D, E, F, G, H, K oznaczajg dziewig¢ kolejnych wierzchotkow
wypuklego 17-kata foremnego wpisanego w okrag o Srodku O. Niech dalej P.O.R,S beda
rzutami srodkow cieciw BE, CK, DF, GH na prosia OA. Udowodnimy, ze jezeli na PQ i RS

jako na srednicach zakres'imy okregi, to wspolna cigeiwa tych okregow przechodzi przez punkt O,

1
a jej diugosc jest rowna ()4,



Obierzmy tak uklad wspolrzednych, by jego poczatek pokrywal sig z punktem O, punkt 4 zas
lezal na polosi rzeczywistej dodatniej. Jesli wprowadzimy oznaczenie r = O A, to mozemy
uwazac punkty A4, ..., K za punkty plaszczyzny odpowiadajace pierwiastkom réwnania podzialu
kola z!7 = r'". Pierwiastki te sa dane wzorem

2kn 2kn

z; = r|cos + i sin- } k =40,...,16.
g ( 17 T

Wspolrzedne srodkow cieciw BE, CK, DF, GH wynoszg :

1 1
= (Z|+Z4J dia BE,. = (Zz"l'Zg) dla CK,

2 2
1 1
3 (z3+zs) dla DF, _, (z¢+2z7) dla GH.

Mozemy teraz wyznaczy¢ punkty P, O, R, S:

Diugose wspolngg cieciwy vhrggow

1 1
o érednicach PQ i RS jest réwna lzm P= - re(zitzs) = — rlu+us),

X 2kn ! o=
gdzie = cos = k=0,..,16, ipodobnie

1 1 1
Q= Er(u;-ﬂ:a), R = 3 r(us+us), S= Ef’(“ﬁ“"“?).

Jesli na odcinkach PQ i RS jako na é$rednicach zakreslimy okregi, to ich $rodki beda odpowiednio
w punktach

1 1 | 1
0, = 2 P+Q) = ?ffﬂx+u4+ﬂx+ﬁ'a), 0, = 5 (R+5) = 5 rus+us+ug+uq),

1 I
a promienie wyniosa r; = 5 rluy+us—uz—ug|, ra= ) Ty 4us g —u7|.

W przyjetym ukladzie wspolrzednych rownania tych okrggow maja postad
(x— 01 +y* =ri, (x—0,)*+y*=r}.
Rozwazane okregi przecinaja si¢ w punktach
v
(‘_ _rf+O§—rﬁ—Of ' r}-—oi) i (rf—t—O,_—r%—Ol_‘ r’——()i),
2{01 01) 2(02 OI)
przy czym oczywiscie r3— 0, = ri—0j}.
Wykazemy najpierw, ze odcinek laczgcy te punkty przechodzi przez punkt O. Obliczamy:
1
ri+03—ri—0% = = r? [(us +us) (ug+u7) — (uy + ) (42 + us)].

Bezposrednie sprawdzenie daje (us+ us) (ug+u7) = (4 +ua) (u2+ us) z uwagi na definicjg liczb
uy, a wiec istotnie rozpatrywany odcinek przechodzi przez punkt O.

1
Wykazemy z kolei, ze dlugoé¢ tego odcinka wynosi —2- OA, tj. ze

r3--0% - LA )2, czyliri—03 = (-l—r)z.
4 4

W tym celu sprawdzamy bezposrednio, ze
1 2 2 2 2 2 1 2
= ‘i'r (uy+us) (up+ug) =ri4+01i=r;2—0; = — "4-1’ (us+us) (us+us).

Zastosowanie definicji liczb u, wzoru na sume kosinuséw i wzoréw redukeyjnych dla funkcji
kosinus prowadzi do tozsamosci
In 5 6t T

1
e + + = CO8 — CHsS — CO5 — COS vy
q i) 11 2 T g

1 G Y GEad T 2n 4n 8
—— us) (ug+ti7) = €0s —— cos — — cos €OS ——.
TR i 17 17 17 17
Tak wiec kwadrat dlugosci szukanego odecinka wynosi
' 3n 57 6m Tn E 2n 47 8
FCOS — --COS— COS——COS —— * F COS — COS COS — COS ——.
17 17 17 37 17 17 17 17

Pozostaje dowies¢, ze

* 2n 3 4 5m 61 T 8x ( 1 )"
cos =

-COS  — COS COS - - COS —_ COS§ COS — COS — .
17 17 17 17 17 17 17 17 2

3
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Rozwigzanie radania M 153, Nicch
A,B,C,D bedy punktamsi nalekgcymi
do roznych krawedzi kgla, kidrego

wierzcholek oznaczymy pr

5,

czworokal ABCD jest réwnoleg

Poniewatk wia A8 jest rownolegl

prostej ¢ ¢ krawed: &k, wzdluz kidrej
przecinaga sig plaszcryeny SAB 1| SCD,
jest rvwnolegla do obu tych prostych
(dlaczego ?). Podobnic kraweds [, wzdhud

klorej przecinaia si y SAD 1 §S8C,

nolegla do
BC. Szukana

Jest o

kata daje w przekroju rédwnoleglobok

Dla dowodu tozsamodci (*) zauwazmy, Ze

2n 4
2741 = (z+1) (z’+2zcosﬁ+l) (z’+2zcos-%+l) s

14 16
-(z’+2.zcosT;i+l) (z’+22c:osT:— +1),

2 4 167
skad 1743 =2-2f14c08— )2 (14 00y —) w214 con =X},
a ( cos 17) ( +cos 17) ( +cos = )
czyli l-i-coszn (I+ sh 1+ s n
— cos—| - ... - —)=(=].
o 17 17 ) 2

1 E 4 2n
Stosujac teraz tozsamos$¢ 1+cosa = 2 cos? 5 otrzymujemy 2® cos? e cos® Ti

8=  fi\* e RNl
* cos? e Ty skad wynika rownosc (*).
Jest ciekawe, Ze siedemnastokat foremny daje si¢ konstruowaé za pomoca cyrkla i linijki.

Najtatwiej wyprowadzi¢ to ze stosunkowo latwego do sprawdzenia faktu, ze pierwiastki

1
rownania z2+ = z = 1 moga by¢ zapisane w postaci

co! Zﬂ+ 3223+c033‘ 2ﬂ+ 35 4
= cos — g3 — 4cos3—,
z‘ TR T 17 17

3 ot +cos 3? 5 +cos 3° = +cos 37 &

Za = c0s 3 — -— +cos 35— -

: 1 17 17 A

co pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie.

Przykiad 3 zostal zaczerpnigty z ksiazki E. W, Hobsona Trygonometrja plaska (thum. z ang.),
Warszawa 1917, gdzie jest podany jako zadanie. Proponujemy rozwigzanie kilku innych zadan

z tej ciekawej ksiazki, ktore podajemy ponizej. Proponujemy tez lekturg ksiazeczek:

A. W. Mostowskiego Rozwiqzywanie réwnan algebraicznych, Warszawa 1967, oraz A. G. Szkolnika
Zadacza dielenia kruga, Moskwa 1948, wydanie drugie.

Zadanie 1. W okrag o promieniu r wpisujemy wypukly n-kat foremny i z dowolnego punktu
okrggu prowadzimy cigeiwy do wierzchotkéw. Dhugosci tych cieciw oznaczamy przez ¢y, ...
przy czym zaczynamy od cigciwy poprowadzonej do najblizszego wierzchotka (ewentualnie

do jednego z dwu najblizszych wierzchotkow), dalsze za$§ bierzemy w tym samym porzadku
co wierzchotki. Dowie$¢, Ze suma ¢;¢;+cac3+c3¢a+ ... +p-1cn—cn €, jest niezalezna

» Cny

T
od polozenia punktu, z ktdrego poprowadzilismy cieciwy i wynosi 2r2n cos —.
n

Zadanie 2. Wykazac, ze jezeli 4145 ... Azpq jest wypuklym wielokatem foremnym wpisanym

w okrag, za$ P oznacza dowolny punkt okregu polozony miedzy A.,,, i Ay, to PA;+PAs+ ...

voo ¥ PAzpy = PA2+PAL+ ... +PA;,.

Zadanie 3. Niech 4,4, ... A, bedzie wielokatem foremnym. Udowodni¢, ze iloczyn dlugosci

odcinkdw prostopadiych poprowadzonych ze $rodka okregu opisanego do prostych A, 4;, A, 43,
l n—1 -

ven s A1 A, jest TOWDY (? r) V’n, gdzie r jest promieniem okregu opisanego.

Zadanie 4. Dowiesc, ze liczba m roznych (w sensie przystawania) wielokatow foremnych o n

bokach, ktore mozna wpisa¢ w dany okrag o promieniu r, jest rowna potowie ilosci liczb

naturalnych mniejszych od n i pierwszych wzgledem n. Wykazaé¢ ponadto, Ze iloczyn diugosci

bokow jest rowny ]/n

pierwszej.

n
—2m

r™albo r™ w zaleznosci od tego, czy a jest czy tez nic jest potega liczby

Zadanie 5. Niech gy, ..., g, beda odleglodciami wierzchotkéw wielokata foremnego od punktu P
tej samej plaszczyzny, r — promieniem okregu opisanego na wielokacie, p = OP, gdzie O jest
srodkiem okregu, ¥ za$ jest kgtem pomiedzy OP a promieniem poprowadzonym do ktéregokolwick
wierzcholka wielokata. Udowodnié, Ze wowczas

1 1 1 n(p*"r2®
— et it — = (™™

o: - o3 o2 (p2—r?) (p*"—2p"r" cosnt +r*")
Zadanie 6. Dowiesc, ze jezeli dwa wypukle wielokaty foremne 4,4, ... Az, i By B, ... By 58
wspolirodkowe i jednokladne i jezeli P jest dowolnym punktem okregu wspdtrodkowego
z opisanymi wielokgtami i zakre$lonego promieniem réwnym $redniej geometrycznej promieni
okregow opisanych na wielokatach, to wowczas:
PA]_ * PAa' T 'PAZII-I
PA;'PA;' e ¥ PAz,.




