Mechaniczny model

spontanicznego
naruszenia symetrii

‘Fizycy mdwiac o teorii liniowe] rozamicig
przez to teorig¢ opisujgca dane zjawiska
rownaniami liniowymi.
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Rys. 1. Schemat modelu. Gwoidziki s3
umieszezone w punktach A i B. Konce preta
oznaczono literami C i D.

D
>Cpre

e e s

=~

Rys. 2. Uklad wychylony od poziomu
o kat 20.

Spelnione sq nastgpujgce relacje:
AB=CD =24AF=2CG=d
AD=CB =1

HG = h odleglos¢ frodka cigtkodci od
poziomu gwozdzikow

Cl=y

GF =Bl = x

¥+BOE= £EOD = £HGF = £DCI =8
¥BEO = ¥CIB = £+ AHG = £9%0°

Z tréjkata BIC mamy

B x2yy?

zaé z trojkgta CJD

¥ = dcos®

Na koniec z trojkata HGF dostajemy
h = xcost

i ostatecznie mamy

h = cos0)/ A—dicosi®.
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Rys. 3. Stany réwnowagi w przypadku (b):
stany (i) i (iii) sa trwalymi stanami
niesymetrycznymi, stan (ii) jest symetrycznym
stanem réwnowagi nietrwalej.

(ii)

Doc. dr Antoni KUSZELL

W wielu problemach fizyki istotng rol¢ odgrywaja wilasnosei stanu réwnowagi ukladu. Stan taki,
noszacy w teoriach kwantowych nazwe stanu podstawowego, za$ w innych dziedzinach fizyki
stanu stacjonarnego, jest zwykle wyznaczony przez ekstremalne wartosci odpowiednich wielkosci
fizycznych (np. w mechanice minimum energii potencjalnej, a w termodynamice maksimum
entropii). Jesli rozwazany uklad fizyczny dopuszcza istnienie pewnych wewnetrznych symetrii
(np. wahadlo matematyczne dopuszcza symetrie wzgledem odbicia zwierciadlanego), to wtedy,
zgodnie z intuicjg, stan rGwnowagi powinien mie¢ maksymalng symetri¢ dopuszczalng dla ukladu.
Jest to prawdziwe w teoriach liniowych a takze, w wielu przypadkach, w teoriach nieliniowych.
Taka wiasnos¢ maksymalnej dopuszczalnej symetrii posiada na przyklad stan rownowagi
termodynamicznej (stan ten jest przestrzennie jednorodny, ma wigc symetri¢ translacyjng).
Jednakze w pewnych ukladach nieliniowych trwaly stan rownowagi moze wykazywa¢ brak takich
podstawowych symetrii wtedy, gdy stan symetryczny jest stanem rownowagi nietrwale;j.

W obecnym artykule oméwimy prosty uklad mechaniczny, ktory w pewnych warunkach
prowadzi¢ bedzie do niesymetrycznych stanéw rownowagi trwalej. Uklad ten dobrze ilustruje
mechanizm pojawiania si¢ takich stanéw, czyli mechanizm spontanicznego naruszenia symetrii.
Slowo ,,spontaniczne™ oznacza tu fakt, ze brak symetrii stanu rownowagi wywolany jest przez
wlasnosci samego ukladu, a nie przez dziatanie czynnikoéw zewnetrznych.

Podstawowym elementem naszego modelu mechanicznego jest cigzki jednorodny pret o stalym
przekroju, diugosci 4 oraz masie M. Na pionowej powierzchni wbijemy dwa gwozdziki

w odleglosci d rownej diugosci preta. Gwozdzie te nalezy wbic¢ na tym samym poziomie.
Zawiesimy nasz pret na dwoch skrzyzowanych niciach o diugosci /, przymocowanych do koncéw
preta i przyczepionych do gwozdzi. Otrzymany uklad przedstawiony jest na rys. 1. Waznym
uzupelnieniem modelu jest warunek, by ruch odbywat sie w plaszczyZnie pionowej. W ten sposob
eliminujemy mozliwos¢ osiagnigcia stanu o najnizszej dopuszczonej przez dlugos$é nitek energii
potencjalnej, stanu, w ktorym pret wisi na niciach nie skrzyzowanych.

Szuka¢ bedziemy teraz mozliwych stanéw rownowagi. Sg one wyznaczone przez ekstrema energii
potencjalnej. Energia potencjalna jest okreslona jedynie przez polozenie srodka ciezkosci preta.
Wyraza si¢ ona wzorem

V= —Mgh,
gdzie M oznacza maseg preta, g przy$pieszenie ziemski;z, za$ h odlegloéc¢ srodka cigzkosci preta
od poziomu gwozdzi (patrz rys. 2).
Korzystajac z wypisanych na marginesie relacji, mozna energi¢ potencjalng przedstawi¢ w postaci:

V = —Mgcosf y/IF—d*cos? 9.

W réwnoscei tej # oznacza potowe kata odchylenia preta od poziomu. Uklad opisywany jest
przez jedna jedynie zmienng dynamiczna 6, jest wiec ukladem o jednym stopniu swobody. Dia
znalezienia stanéw rownowagi nalezy zbada¢ zmienno$é potencjatu jako funkcji kata 6,

a w szczegblnosci znaleZé jego ekstrema. Istotna w modelu jest nieliniowa zalezno$¢ energii
potencjalnej od cos 6.

Obliczymy pochodng funkcji V:

dv sin @

== —Mg m [I* —2d? cos?6].
Warunek znikania pochodnej prowadzi do dwoch rownan:
(a) sinf = 0
lub
(b) 12 —2d%cos?6 = 0.

Rownanie (a) zawsze ma jedno rozwigzanie w interesujacym nas zakresie katow —45° < 0 < 45°,
a mianowicie: 6 = 0.
Z réwnaniem (b) sprawa jest trochg bardziej zlozona. MoZemy przepisaé je w postaci

cosf = —l_-'.

Rozwiazania tego réwnania istniejg tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek: / < y/2d.
Dlal= ]/Z_d rownanie przybiera postac cosf = 1. Jego rozwigzanie, 6 = 0, jest identyczne
z rozwiazaniem rownania (a), Zwro¢my uwage na fakt, ze wartos¢ graniczna [ = d]/i_ odpowiada
sytuacji, gdy prostokat ABCD przedstawiony na rys. 1 jest kwadratem. W przypadku spelnienia
ostrej nierownosci < ]/fd réwnanie ma dwa rozwiazania postaci @ = +arc cos (//d}/2).
Po znalezieniu miejsc zerowania si¢ pochodnej nalezy zbada¢ znak drugiej pochodnej w celu
okreslenia typu ekstremalnego:

1 a2 cos B [12—2d? cos? 6]

_ d?sin®@ cos 8 [3]12—2d? cos? 0]
VIZ—d%cos?6

[IP—d?cos? BP2

Mg d6*
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Rys. 4, Wykres potencialu (V+1,414) dla { = /34,
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Rys. 5. Wykres potencjalu (¥4 1) dla [ = y/2d.
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Rys. 6. Wykres potencjatu (V+0,837) dla

1= Vy1,7d

Rys. 1 Rys. 2

Znajdujemy stad, ze dla@ = 0
1 &y PP
Mg d0*  p_g2 ’

a wigcdla/ > d]/f mamy minimum, za§ dla / < d]/f maksimum.
Natomiast dla cosf = I/d ﬁ znajdujemy, ze
LEr gl
Mg do* 24?
Wynika stad, ze jeli istnieje rozwiazanie rownania (b), to opisuje ono zawsze minimum.
Powyzsze wyniki mozna zebraé nastepujaco. Nalezy rozwazy¢ dwie sytuacje:

) = 4d[1—cos? 0] = 4dsin?6 > 0.

A) I=ay2
oraz
®) [<dy2

W przypadku (A) istnieje tylko jedno minimum w punkcie @ = 0. Punkt ten jest wiec punktem
réwnowagi trwalej. Odpowiadajacy mu stan réwnowagi ma maksymalng symetri¢ dozwolona
przez dynamike ukladu. Rozwiazanie to jest w pelni zgodne z nasza fizyczna intuicja.

Natomiast sytuacja opisywana przez przypadek (B) jest diametralnie rézna. Teraz potencjat

ma trzy ekstrema: dwa minima i jedno maksimum. W punkcie 6 = 0 mamy teraz maksimum,

a wigc odpowiadajacy mu stan obdarzony maksymalna symetrig jest stanem rownowagi nietrwalej.
Punktom 0 = +arc cos (//d)/2) odpowiadaja minima, opisujace stany réwnowagi trwalej.

Widaé od razu, Ze stany te majg ubozsza symetrig niz stan dla # = 0. W p=wnym jednak stopniu
odbiciem symetrii wewnetrznej uktadu jest fakt, ze jeden z tych dwoch stanow jest lustrzanym
odbiciem drugiego. Na rysunku 3 przedstawiliSmy omawiane stany rownowagi.

Dla lepszej ilustracji omawianej sytuacji podajemy na rysunkach wykres potencjatu jako funkcji
kata 6 w trzech omawianych przypadkach.

Przedstawiony na rys. 5 przypadek graniczny / = d]/i- opisuje sytuacje, gdy pochodna potencjatu
ma potrojny pierwiastek. Punkt ten nazywany jest punktem bifurkacji, poniewaz wychodzg z niego
dwie galezie rozwigzan trwatych.

Chcialbym zachecié Czytelnika do przeprowadzenia doswiadczenia z omawianym tutaj ukiadem
dynamicznym. Bedzie ono ciekawa ilustracja teoretycznych rozwazan. Wystgpujace dodatkowo
tarcie pozwoli na sprawdzenie, Ze stan rownowagi nietrwalej jest rzeczywiscie stanem rownowagi.
Na zakoniczenie chciatbym podkresli¢ jeszcze raz fakt pojawiania sig stanéw réwnowagi

o symetrii ubozszej niz maksymalna. Nic przeciez w naszym modelu nie wyréznia ani katow
dodatnich, ani ujemnych. A jednak istnieja stany rownowagi trwalej wyrézniajace odpowiednie
znaki. Wynik ten jest zwiazany ze zjawiskiem bifurkacji i moze zachodzi¢ jedynie w teoriach
nieliniowych.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 151. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé 281" % 4-29°5 * >
> 2!,
Rozwigzanie na str. 6

M 152. Za 10 gwozdzi, 4 haki i 1 nakretke zaplacono 21 zl, za 7 gwoZdzi, 3 haki i 1 nakretke —
16 zk. Ile trzeba zaplacié¢ za 1 gwozdzZ, 1 hak i 1 nakretke?
Rozwigzanie na str, 6

M 153. Dany wypukly kat czworscienny tak przeciaé plaszczyzng, by przekrojem byt
T'ownolegtobok.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 51. Z d#wigu budowlanego urwala sig cienka, wiotka, nierozciagliwa lina, ktéra zwisajac
swobodnie dotykala §rodka nieruchomej belki podpartej na obu koficach (rys. 1). Lina spada
tak, jak to pokazano na rysunkach 2 i 3. Masa liny na jednostke dlugosci wynosi g, a jej
dlugosé — 2. Wiadomo, ze belka peka, jezeli nacisk na jej §rodek osiaga warto$¢ No. Jaki
warunek musza spelniaé parametry g, / i No, aby w czasie spadania liny belka nie pekia?
Uwaga: Zakladdamy, e kazdy element liny po osiagnieciu wlasciwego mu polozenia koficowego
pozostaje nieruchomy.

Rozwigzanie na str. 7
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