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Pomiar

Mierzenie, to przyporzadkowywanie przedmiotom lub zjawiskom liczb. To, jaka konkretnie
liczba zostanie przypisana konkretnemu przedmiotowi, zalezy od zastosowanego przyrzadu
pomiarowego, czy — dokladniej — od zastosowanego schematu eksperymentalnego zwanego
procedurg pomiarowa. Poniewaz jednak schematy eksperymentalne i wykorzystywane w nich
przyrzady, a w szczegdlnosci sposdb wyskalowania tych przyrzadéw ustalane sq przez ludzi
zwanych fachowcami, to przyporzadkowana obiektowi liczba ma charakter bardzo umowny.
Niesie ona pelng informacj¢ o wyniku pomiaru, jesli tylko wiadomo, jaka byla procedura
pomiarowa.

Ale — skoro jest kwestia az tak umownag, jaka liczba jest przyporzadkowana danemu
zjawisku — to mozna by posunac si¢ jeszcze dalej w tej dowolnodci i zaproponowaé do
powszechnego uzytku nastepujgca skale temperatury (prawa skala ,,7” na rysunku obok).

Wydaje si¢ dziwna — to co? Przeciez, gdyby wszyscy nig wlasnie si¢ poslugiwali, to
moglaby stuzy¢ rownie dobrze do komunikowania sig, jak skala Celsiusza (czy Kelvina,
na ktérg ostatnio usilujemy si¢ namowic). A mialaby niewatpliwe zalety, chocby przy
mierzeniu cieploty ciata czy temperatury wody do kapieli. A jednak pomysl wydaje sig
nierozsadny. I jest taki: sprobujmy sobie wyobrazi¢ posta¢ wzorow wyrazajacych pewne
prawidlowosci fizyczne (choc¢by rownania Clapeyrona), w ktorych temperatura mialaby byé
wyrazona w stopniach ,,7"". Koszmar.

Stad wniosek: dowolnoéé skali, na jakiej mierzy si¢ wlasciwosci pewnych zjawisk czy
obiektow, w praktyce nie bywa az tak wielka, jak by si¢ wydawalo. Ograniczenia wynikaja
jednak nie z faktu, ze wyniki pomiaru pelni¢ majg funkcje informacyjna, lecz stad, ze
sluzy¢ one maja do mozliwie prostego i wygodnego opisu rzeczywistosci i zjawisk

w niej zachodzacych.

Nie jest przypadkiem, Zze wszystkie wykorzystywane wspolczeénie i nieco wezeéniej skale
temperatury (m.in. Celsjusza, Fahrenheita, Réaumura, Kelvina) majg wlasnosé
nast¢pujaca: od kazdej skali do innej moZna przej$¢ stosujgc przeksztalcenie liniowe
postaci 1’ = ar+b (a > 0). Wszystkie one konstruowane byly tak, by w zakresie,

w ktéorym mozliwe jest obserwowanie wykorzystywanego w klasycznych termometrach
zjawiska termicznej rozszerzalnosci cial, zjawisko to miato mozliwie prosty opis
teoretyczny: przyrost dlugosci jest wprost proporcjonalny do przyrostu temperatury. Latwo
mozna wykazaé, Ze rzeczywiscie kazde dwie skale spelniajace ten warunek sa liniowo
zalezne.

Wyobrazmy sobie, Zz¢ mamy do czynienia z dowolna skala tego typu. Niech temperaturom
x, ¥ i z °C odpowiadajg w tej skali liczby x’, y' i z’. Niech okreslony wymiar liniowy
pewnego ciala w tych temperaturach wynosi odpowiednio «, # i y, a W i C beda
odpowiednimi wspolczynnikami proporcjonalnosci dla wyobrazonej skali temperatury i skali
Celsjusza. Poniewaz

r—x'=Wy—a) i 22—y =Wy—p
oraz
z—x=Cly—a) i z—yp=C@—p),
to
'—x y—u z2—x
= e

skad ustalajac x, y, x’, ¥ (np. x = 0°C, y = 100 °C) z latwoécia wnosimy, Ze z’ jest
liniowa funkcjg z.

Zauwazmy, ze przy okazji wykazaliSmy nast¢pujaca wlasno$¢ pomiaru temperatury opartego
na zjawisku termicznej rozszerzalnosci cial: jedli x, y, z sa wartoéciami temperatury ciala
na pewnej skali, to wyrazZenie

z—x

z—y

jest niezmiennikiem zmiany skali — jego warto$¢ nie zalezy od wyboru skali. Pozwala nam
to na przyklad stwierdzié, ze zdanie ,,remperaturom 20, 30 i 50 °F odpowiadajq temperatury
—10, 15 i 20°C” jest falszywe — cho¢ byémy nic nie wiedzieli o sposobie przeliczania

°F na °C.
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Rozwiazanie zadania F 50.

Weimy pod uwage element powierzehni
powloki ds. Element ten ma masg
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Obliczmy, z jakg sily element ten jest
przyciggany przez pozostaly czesé powloki.
W tym celu rozpatrzmy syluacj pokazang
na rysunku, Zgodnie z podanymi
oznaczeniami mamy:
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gdzie k oznacza stala grawitacji.
Podstawiajac tu obliczone wyzej wartosci
dm oraz 4 i calkujyc wzgledem ¢ od 0
do af2 dostajemy
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Warte zwrdci¢ uwage na dwéjke wystgpujics
w mianowniku (2R*). Gdyby masa m, leiala
tylko nieco na zewnatrz powloki, a nie
akurat na niej, dwajki tej by nie bylo

i powloka dzialalaby tak, jak punkt
materialny.

2 ostatniego wzoru wynika, Ze wizajemne
oddzialywanie grawitacyjne poszczegdinych
punktéw powloki jest rownowazne dmalaniu
na powloke pewnego zewnglrznego cisnienia
roéwnego

A km?
=" = aaniRs
Wobec tego sila, z jakg przyciagaja sie
obydwie czeici powloki, powinna réwnac
si¢ parciu na powierzchnig rozdzielajacs
te czgsci:

kit
2aiR

P=p8 a(R1-h2),

Zob. np. Kranz, Luce, Suppes, Tversky:

F dations of [Podstawy
pomiaru], New York 1971, lub Coombs,
Daves, Tversky: Wprowadzenie do
psychologii matematycznej, Warszawa 1977,

Przyklad ten pokazuje, ze dzieki udanemu doborowi skali pomiarowej mozna nie tylko
uzyskaé prosty opis zjawiska, ktorego pomiar dotyczy, lecz rowniez na drodze analizy
czysto formalnej uzyskiwaé pozyteczne informacje o pewnych wilasciwosciach pomiaru.
Na gruncie fizyki rzecz jest do$¢ oczywista i zajmowanie si¢ takimi problemami pozornie
wydawaé si¢ moze niezbyt celowe. Mozna jednak wskazaé takie obszary nauki i takie
zagadnienia szczegdlowe, w ktorych problemy pomiaru i konstrukeji skal odgrywaja

z cala pewnoscia rolg podstawowa.

W badaniach psychologicznych dazy si¢ migedzy innymi do uzyskania odpowiedzi na
pytania typu: ,,jak czlowiek reaguje na docierajace do niego bodice, jak postrzega roine
zjawiska otaczajacego go $wiata, w jaki sposob podejmuje okreSlone decyzje”. Wszelkie
préby uzyskiwania nie tylko jakosciowego ale i ilosciowego opisu zachowan ludzkich
wymagaja, po pierwsze, stworzenia sytuacji, w ktérych jakikolwiek pomiar jest mozliwy;
po drugie za§ — dobrania takiej skali pomiarowej, by uzyskiwane wyniki stwarzaly
mozliwo$é¢ dokonywania poréwnarn i teoretycznych uogolnien.

Wezmy dla przykladu pod uwage rozwazany w psychologicznej teorii decyzji problem
postrzegania ryzyka i podejmowania ryzykownych decyzji. W laboratorium psychologicznym
stworzy¢ mozna sytuacje nastgpujaca: badany ma prawo wzigcia udzialu w loterii (p, x),
w ktoérej moze wygra¢ x zt z prawdopodobiefistwem p, lub nic — z prawdopodobienstwem
1—p. Badany moze jednak sprzedaé swoja loterig eksperymentatorowi i w zwigzku z tym
proszony jest o okreslenie minimalnej kwoty m(p, x), za jaka gotow jest odstapi¢ od
losowania. Kwota ta moZe by¢ traktowana jako wyraz wartoéci loterii dla badanego.
Mamy tu wigc do czynienia z pomiarem wartosci loterii (na skali pieniginej). Mozna
oczekiwad, ze wartos¢ ta bedzie tym wicksza, im wy#sza wygrana i im wigksze
prawdopodobienstwo wygranej. Teoretycznie wydawaloby sig, Ze warto$¢ loterii powinna by¢
rowna jej wartosci oczekiwanej px+(1—p)- O = px, a wigc by¢ iloczynem wygranej i jej
prawdopodobiefistwa. Wiadomo jednak, ze w praktyce rzadko stosujemy si¢ do takich
zaleceni teorii: sa ludzie unikajacy ryzyka, sa tacy, co bardzo je lubia; czgsto przeceniamy
male prawdopodobienstwa (dzigki temu moga prosperowac rozne gry liczbowe), czasem
nie doceniamy duzych; te same 100 zt ma zupelnie inng warto$¢ przed i po pierwszym.
Trudno wigc oczekiwaé, ze badany bedzie ocenial warto$¢ loterii (p, x) na px zi. Jednakie
sugestia uzyskania takiego opisu oceny wartosci, w ktoérym warto$é¢ bylaby iloczynem
subiektywnej oceny szans wygranej i oceny wartosci samej wygranej, jest — ze wzglgdu na
swa prostote — pociagajaca. Powstaje wiec problem: czy i kiedy moina tak przeskalowaé
niemalejaca funkcia ¢ pienigznej oceny wartosci, by istnialy funkcje P(p) i X(x)
(reprezentujace subiektywne oceny p i x), by dla przeskalowanych ocen wartosci loterii

M2, ) £ pim(p, )]

speiniony by! warunek
64 M(p, x) = P(p) - X(x).

A to juz jest problem z zakresu matematyki. Cho¢ sam w sobie malo interesujacy

(rozwiazuje si¢ w kazdym przypadku prosto ,,na piechot¢™), to daje si¢ uogdlnia¢ na

rozne sposoby, a rozwiazania niektorych uogolniefi prowadza do bardzo interesujacych
wnioskow, dajacych sie interpretowaé empirycznie. W szczegolnodci zaé pozwalaja

konstruowa¢ niezmienniki przeskalowan. Okazuje si¢ na przyklad, ze jesli w ocenianych loteriach
prawdopodobienistwa wypelniaja przedzial <0, 1> (w praktyce: ukladaja si¢ w nim dos¢

gesto) i istnieje choé¢ jedna skala wartosci M spelniajaca (*), to kazda inna skala M

spetnia (w praktyce: w przyblizeniu) rownoéé M = a- M? (b > 0), skad wynika, ze dla
dowolnej trojki loterii iloraz

log M(p, x)—log M(q, )
log M(p, x)—log M(r, z)

%)

jest niezmiennikiem w klasie skal spelniajacych (*). A to stwarza dalsze mozliwosci.
Przypusémy, ze u dwu réznych badanych dla kazdej trojki loterii ilorazy (**) maja te same
wartosci. Oznacza to, ze skale M u tych osob nie roznig si¢ bardziej niz dwie rozne skale
tej samej osoby: nalezy wiec uznaé, Ze osoby te tak samo postrzegaja uklad loterii.
Zupehie nieoczekiwanie mozliwe staje si¢ tu odpowiedzialne poréwnywanie subiektywnych
odczué¢ roznych oséb — oczywiscie tylko w bardzo ograniczonym sensie: w konkretnym
badaniu cksperymentalnym i w odniesieniu do bardzo specyficznych obiektow.

Przyklad ten pokazuje, jak pozyteczne, owocne i niekoniecznie banalne moga okazywaé sig
proby formalnego postawienia i rozwigzania problemu: tak dobrac skale pomiarowa, by
opis zjawiska byl mozliwie prosty. Problemami tego typu zajmuje sig¢ feoria pomiaru, ktora
jest w gruncie rzeczy jeszcze jednym owocnym zastosowaniem matematyki.

Matematyk



