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Spoirdd n+ 1 pierwszych skladnikdw prawej
strony (*) kazdy jest niewigkszy od
odpowiedniego skladnika prawej strony (**);
ponadto w (**) wystepuje dodatni (n + 2)-gi
skladnik, ktory nie ma swego odpowiednika
w (*). Zatem ag4y > ay i cigg (a,) jest
rosngcy. Jednoczesnie zad z (*) wnioskujemy,
tea, < 1+ ...+%—+...+ T:T=s.< 35
zatem (@) jest rdwniek ograniczony z gory —
a wige jest zbiekny.

Przy tym ostatnia nierdwnosé orzeka, e

ay < 3y, skgd wynika, Ze lim a, < lim 5,
n—o A= 0

Aby udowodnié réwnoéé granic obu ciggow
wysturczy wige wykazaé, 2e zachodzi
nierdwnoséé przeciwna: lima, = lims,.

Rozwazania na temat liczby e

Mgr inz. Jacek CH{LIPALSKI

Pamieci prof. dr Zdzislawa Opiala poswiecam te publikacje

Zbidr liczb rzeczywistych zawiera, jak wiadomo, nieskonczong ich ilos¢, wérdd
nich najbardziej znane sg liczby naturalne; te — moZna powiedzie¢ — sg
najstarsze, gdyz bez ich znajomosci nasi praojcowie nie mogliby policzy¢ stada
swoich owiec czy tez wojownikow idacych w bdj. W miarg rozwoju ludzkosci
zaczgto uzywac liczb utamkowych i ujemnych, zas z chwilg pojawienia sig
poczatkéw algzbry musieliémy wprowadzi¢ liczby niewymierne.

Cofnijmy si¢ do prehistorii. Owcze$ni (inzynierowie?) wpadli na pomyst, ze
podiozenie pod blok skalny okraglego pnia drzewa niewspéimiernie utatwia
jego transport. Potem okazalo sig, Ze odpowiednio obrobiony ten pien

w postaci prymitywnego kola moze znalez¢ zastosowanie przy budowie
pojazdéw. Tak powstalo jedno z najwigkszych odkryé starozytnoscei, jakim
jest koto. W miare rozwoju cywilizacji przypuszczalnie pierwsi uczeni zaczeli
zajmowac si¢ wlasciwodciami kota. Powstato pojecie $rednicy, promienia,
obwodu itp. Wiemy, Ze np. Archimedes ustalil na drodze do$wiadczalnej,

T Gk o
ze stosunek obwodu do podwdjnego promienia wynosi 3 7 Na temat

kota mozna pisa¢ wiele i snu¢ bardziej lub mniej realne rozwazania, czego
przykladem byla tzw. , kwadratura kota”. Na przestrzeni wiekow wytworzono
pojecie liczby &, by nastgpnie udowodnié, Ze jest ona przestgpna, czyli Ze nie moze
by¢ pierwiastkiem zadnego rédwnania algebraicznego o wspélczynnikach
wymiernych. Jest ona zwigzana z kolem, jego podstawowymi wielkosciami,
pomiarami katéw, funkcjami zwiazanymi z nim (jak trygonometryczne

i cyklometryczne itd.). W szkole zaczyna uczniom ,,towarzyszy¢” od prawie
pierwszych klas, przez maturg i studia techniczne, by pdZniej w czasie pracy
zawodowe] towarzyszy¢ juz na stale. Liczba 7 wydaje sigabyc': czyms$ bardzo
oczywistym, takim jak jest koto. Na tym koncz¢ zbyt dlugie rozwazania

na jej temat — moze bgda one pomocne do zrozumienia tego, co wedlug
mnie jest niezrozumiale.

Pierwsze spotkanie z liczbg ,,e” w zalezno$ci od programu szkolnego moze
nastapié jeszcze przed matura, albo dopiero w czasie kursu matematyki
wyzszej na studiach techniczno-przyrodniczych (ja osobiscie zetknalem sig
z nig dopiero na wyZszych studiach). W zasadzie, przy ,,przerabianiu”
logarytmoéw jest mozliwo$¢, by nauczyciel wspomnial o tym, Ze oprocz
najbardziej rozpowszechnionych logarytmow o podstawie 10 mogg istnie¢
logarytmy o innej podstawie bedacej liczbg naturalna, a takze o bardzo
,.dzikiej” — niezrozumiatej, tj. o 2,71.... Mogloby si¢ wydawac, ze to
,.niewydarzone dziecko” w pordwnaniu do logarytmow dziesigtnych
skazane bedzie na uposledzenie (przystowiowy kopciuszek), ale, jak dalej
si¢ okaze, te ,,dziesi¢tne” zawdzigczaja swoje powstanie ,kopciuszkowi™,
Pierwsze moje zetkniecie si¢ z liczba ,,e”” nastapilo na wykladach, gdzie
omawiane byly ciagi i szeregi. Na ¢wiczeniach przedstawiono nam
charakterystyczne wyrazenia:

a) ciag a, = (l+-5—)

b) szereg Z ;I!—

Obliczenie przyblizonej warto$ci sumy szeregu nie bylo trudne, chwila
rachowania wykazala, ze suma jego wynosi okolo 2,72. Przykiad z ciggiem
wprowadzil nas w p=ine zaklopotanie, bo jak sadziliSmy, granica ta powinno
by¢ 1. Ale gdy skorzystamy z dwumianu Newtona lub zastosujemy dla
przyblizonych obliczen metody logarytmiczne, okaze sig, ze otrzymamy

liczbg 2,7182... czyli e. Otéz w trakcie obliczen rachunkowych ta czy inng
metoda otrzymamy wartos$¢ e z pewnym przyblizeniem. Dla matematyka

nie istnieje przyblizenie — to jest dobre dla technika lub astronoma — dla niego
istnieje tylko liczba e. Mogloby si¢ wydawaé, ze gdy ,,przerobimy” ciagi

i szeregi, w ktorych wystgpuje liczba e, bgdzie spokdj.
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W tym celu weimy ustalone k i dowolne
n> k. Z (*) wynika, Ze
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(przy dowolnym k). Poniewaz cigg (s;)
jest zbiedny, to moZemy po prawej stronie
przejéé do granicy przy k — oo,
Otrzymamy

lima, = lim sg,
n— 00 k-0

a wige to, o co chodzilo. Ostatecznie
lim a, = lim 55, czyli

fim ( 14 | )n Z 1
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Zatem zardwno cigg a) jak i szereg

b) definiujg t¢ sama liczbe,

Moina tez podaé inng jeszeze definicjg
liczby e: jest to jedyna liczba rzeczywista
a spelniajgca nieréwnosc

&> 14x

dla wszystkich rzeczywistych x # 0
(zob. W, Sierpinski,
Drzialania nieskoriczone, ss. 133—137).

e

Rozwigzanie zadania M 145, Stosujenty
oznaczenia takie jak na rysunku.

0

X4

|

Trojkaty OXY i OAC sg podobne i OX =

Przeksztalcajpe ostatnig réwnosé
otrzymujemy kolejno:

rR = aR-ar,
rR + ar = aR,
1 1 1
-a_+?=-r » cnud

0 Zob, np. K, Kuratowski, Wyklady
rachunku riiniczkowego i calkowego

1 Role e jako tego lacznika opisuje
wzir Eulera

el _ cosg+i sing, pe R,

df
9 Jogx=loge-Inx, logx=

df
= logiox, Inx = logex.

Ale nie — pojawi si¢ ona znowu przy omawianiu funkcji

elementarnych, a dokladniej — funkcji wykladniczej typu a¥,

gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista. Matematycy

wprowadzili tutaj liczbe e i otrzymali funkcje wykladniczg e*. Wiadomym jest,
ze odwrdcenie funkcji wykladniczej daje nam funkcj¢ logarytmiczng i tak
otrzymali$émy logarytm o podstawie e, ktory zapisywany jest jako Ina.

I oto wchodzimy w rachunek rézniczkowy i catkowy. Okazuje sig, Ze funkcja
wykladnicza e* ma pochodna rowna funkcji e*. Przy catkowaniu otrzymujemy
to samo: otrzymana funkcja pierwotna réwna sig¢ wyraZeniu podcatkowemu
(z dokiadno$cia do statejt??). Liczba e opanowuje prawie caly rachunek
rézniczkowy i calkowy, panuje prawie niepodzielnie w réwnaniach
rézniczkowych, na niej w duzym stopniu opiera si¢ rachunek prawdopodobienstwa
i teoria bledow. Podobnie wyglada sprawa z teorig funkcji analitycznych,

gdzie e ,,laczy” $wiat liczb zespolonych z liczbami rzeczywistymi‘®.

Ze $wiata réwnan rézniczkowych wkracza do teoretycznych probleméw
techniki, wspomng tu tylko o rachunku operatorowym, elektrotechnice,

teorii wymiany ciepla, hydrologii wéd gruntowych. Mozna powiedzie¢, ze
obejmuje swoim zasiegiem wszystko, poczawszy od glebin ziemi i oceandw,

a skonczywszy na mechanice rzadzacej ruchem ciat niebieskich.

Szczegdlnie liczba e z ujemnym wykladnikiem e=** (k, x > 0) wystepuje w tych
wzorach, ktére obejmuja zanikajace w czasie zjawiska fizyczne, czego
przyktadem bedzie wzér na rozpad pierwiastka promieniotwérczego,
rozladowanie kondensatora w obwodzie pradu stalego, zanikanie pradu

i powstawanie sity elcktromotoryczne_] wynikajace z praw samoindukcji

w obwodzie pradu zmiennego i stalego w przypadku wystgpowania
indukcyjnoéci wlasnej, procesy wymiany ciepla (stygnigcia), gdy

temperatura jakiego$ ciala w sposéb asymptotyczny zbliza si¢ do

temperatury otoczenia itd.

Takze i stosunkowo elementarny wzdr obejmujacy procent skladany
powiazany jest z liczbg e.

A teraz mozemy sobie zadaé pytanie, jaka droga dochodzimy do
,,dokladnej” jej wartoéci. I tu matematyka wyzsza daje od razu odpowiedz.
Korzystamy tu z szeregéw potegowych Taylora, ktdre to z dowolnie Zadang
dokladnoscia (i to bez komputeréw) umozliwiaja obliczenie dowolnie
dokiadnego przyblizenia wartosci e* jak tez In x — gdzie w przypadku
logarytméw x > 0. I tutaj znajdziemy odpowiedZ na pytanie, jaki jest cel
stosowania logarytméw naturalnych, tj. o tak dziwnej podstawie? Dzigki nim
jeste$my w stanie z dowolna dokladnoscia obliczy¢ wartosci logarytmow
dziesigtnych stosujac metode znang jeszcze ze szkoly $redniej‘®.

Jak si¢ dalej potoczyty losy ,,mojej” liczby e?

Po ukoriczeniu studiéw na Politechnice Warszawskiej (tutaj wspomne, Zze moim
nauczycielem akademickim byl prof. Edward Otto, ktéry swoimi pigknymi
wykladami z matematyki ugruntowal moje zainteresowanie tym przedmiotem)
zaczalem si¢ zajmowaé w wolnych chwilach z amatorstwa wybranymi
dziedzinami matematyki i za cel postawitem sobie wyjasnienie watpliwosci
zwiazanych z liczba e, a gléwnie — skad sie ona wzigla.

Swoje kroki zaczalem kierowa¢ na popularne odczyty organizowane

przez PTM. Obejmowaly one rézne tematy, ale nigdy nie dotyczyly liczby e.
Pamigtam takich prelegentéw, jak niezapomnianej pamigci prof. prof.

W. Slerplnsk.l, A. Mostowski, a z zyjacych prof. prof Otto, Schinzel, Turski,
Zakowski i wielu innych. Poniewaz temat nigdy nie dotyczyt liczby e, wigc

o jej genezg moglem w zasadzie pyta¢ si¢ prelegenta po odczycie. Odpowiedz
na ogot byla podobna: ,,posiada takie a takie wiasciwosci w rachunku
rézniczkowym, ale kto ja pierwszy odkryl i jaka jest geneza jej powstania tego
nie wiem; rozumiem catkowicie o co pytajacemu chodzi, ale to juz sprawa
historii matematyki” itp. W roku 1968 jeden z prelegentéw zaproponowal, abym
zwrécil sie bezposrednio do jedynego historyka matematyki, ktéry w tym czasie
byt w kraju, tj. prof. Z. Opiala z Krakowa.

Na zakoniczenie moich moze przydtugich wywoddéw z zalem przypominam,

ze moj Szanowny Informator, z ktérym osobiécie mialem przyjemnoécé
rozmawiaé juz po otrzymaniu odpowiedzi, chcagc mu podzigkowaé za trud

jaki sobie zadal odpisujac na mdj list, jak tez wysoce zyczliwe potraktowanie
interesujacego mnie problemu, zmart w Krakowie 27 lipca 1974 r.

Niech te rozpoczgte przeze mnie rozwazania na temat historii powstania

liczby e przyczynia sig¢ chociaz w skromnym stopniu do uczczenia pamigci
zmarlego prof. Z. Opiala.



Warszawa 13 XII 1968 r.

Wielce Szanowny Panie Profesorze!

Najmocniej przepraszam, Ze nie znajac Pana osobiscie zwracam si¢ bezposrednio do Pana;
na swoje usprawiedliwienie musze podaé, ze upowaznili mnie Prelegenci prowadzacy odczyty
popularne z matematyki w ramach dzialalno$ci PTM.

Od blisko 15 lat staram sie nie opusci¢ zadnego z odczytow, jakie co roku odbywaja si¢

w Warszawie, Matematyka interesuje mnie bardzo, a szczegélnie jej historia. Zawod moj obecny
nie wymaga na ogol wyzszej matematyki, za$ istniejace pomoce, jak tablice, nomogramy itp.,
sprowadzaja znajomo$¢ matematyki do jakiego$ minimalnego poziomu (jestem st. projektantem
z dziedziny instalacji sanitarno-przemystowych w Biurze Projektow w Warszawie). [...] Chodzi mi
o historie liczby e, jak do tej ,,dzikiej i tajemniczej liczby™ doszli pierwsi matematycy (Neper).
[...] Znana mi chronologia liczby e jest nastepujaca: w roku 1614 Neper w dziele Mirifici
logarithmorum canonis descriptio wspomina o niej ukladajac tablice logarytmow przy podstawie

107
(1 + W) i wprowadza pojecie niezbyt zrozumiale jak: Nep Ig y = 161 180 957—107In y,
NepIn1 = 161 180 957.
1\nm
W roku 1728 granice ciagu a, = (I - —) oblicza Daniel Bernoulli, za$¢ w 1736 Euler oblicza
n

1
Sume szeregu 9. =
ni

W roku 1873 Ch. Hermite udowadnia przestepno$¢ liczby e. Wlasciwy rachunek roézniczkowy
powstaje pod koniec XVII wieku, tak ze odkrycie liczby e nie moglo powstaé wg mnie

z poszukiwaniami funkcji rownej swojej pochodnej. [...] Bede Panu Profesorowi wielce
zobowiazany za pomoc i udzielenie mi odpowiedzi na podany problem. Przy najblizszej obecnosci
mojej w Krakowie podzigkujg osobiscie. Przepraszam serdecznie za klopot.

Z powazaniem J. Chlipalski

Krakéw, dnia 19 grudnia 1968 r.

Szanowny Panie!

Od razu na wstepie nalezy zaznaczy¢, ze ma Pan najzupetniej racje. Ani Neper, ani nikt inny

z jego okresu nie mogt wpas¢ na liczbe e stawiajac problem znalezienia funkcji rownej swojej
pochodnej. Tak mozna bylo stawia¢ problem dopiero po ugruntowaniu rachunku rézniczkowego
i calkowego. Ale i wtedy liczba e, jako podstawa logarytméw naturalnych, raczej wiazana byla

1
z calkowaniem funkcji — niz z problemem funkcji réwnej swojej pochodnej. Po prostu tak
X

bywalo i bywa w historii matematyki, Zze to co nam wydaje si¢ proste, naturalne i oczywiste
nie bardzo pokrywa si¢ z faktami historycznymi. Po to zresztg jest dyscyplina naukowa pod
nazwga historia nauki, by wszystkie subtelnosci (a tych jest bardzo duzo) rozwoju nauki
wyjasniac i z wlasciwej strony o$wietlaé.
Pozostaje wigc wyjasni¢, w jaki sposdéb Neper doszed! do liczby e. Odpowiedz jest bardzo prosta.
J Wecale nie doszed!. Po pierwsze, ani u Biirgiego (w pewnej mierze prekursora Nepera), ani

u samego Nepera nie ma pojecia podstawy logarytmow. Jest to pojecie, ktore wprowadzono
; znacznie dopiero pozniej. Po drugie, nie odpowiada prawdzie twierdzenie, ze u Nepera czy
Biirgiego mamy do czynienia z logarytmami naturalnymi, to znaczy przy podstawie e.
Prawda jest natomiast, Ze jezeli popatrze¢ na pierwsze proby Nepera i Biirgiego ze wspolczesnego
punktu widzenia, to mozna w nich odkry¢ pewne §lady prowadzace na trop liczby e, ale tylko
slady — nic wigcej. I tu, jezeli chcemy wyjasni¢ zagadke, czeka nas pelna niespodzianka.
U jednego i drugiego zwiazki logarytmow z liczbg e mialy charakter czysto rachunkowy
" i przypadkowy. Postaram sie rzecz wyjasni¢ na przykladzie prob Biirgiego, bo u niego zwigzki
te sg nieco jasniejsze.
W pewnej mierze idea logarytmow byla znana juz nawet Archimedesowi, ktory w pelni zdawal
sobie sprawe ze zwigzku migdzy post¢pem arytmetycznym
0,1,2,34,5,...
i postepem geometrycznym
1,.a% a2 a o a. ...
Dopiero jednak pod koniec XVI wieku udalo sig matematykom europejskim wykorzystac ten
zwiazek do celow uproszczenia rachunkéw. Miedzy innymi dlatego, ze bardzo zrecznie udalo im
sie uprofci¢, przez odpowiedni dobor liczby a, sprawe kolejnych potegowan tej liczby. Oto jak
poradzil sobie z tym Biirgi.
Jezeli przyja¢ a = 1+10~%, to w drugim z tych ciagéw kazdy kolejny wyraz powstaje
z poprzedniego przez dodanie go z przecinkiem przesuni¢tym o cztery miejsca w lewo.
Symbolicznie a1 = a,+a,10~%,
I w ten sposéb Zmudne potggowanie czy mnozenie natychmiast zamienia si¢ w dodawanie.
W konsekwencji, kolosalnie upraszcza si¢ sporzadzanie , tablic” logarytmow. I to jest caly
wynalazek Biirgiego.
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Patrzac na to ze wspolczesnego punktu widzenia, mozna powiedziec, ze w ten sposob Biirgi
wprowadzil logarytmy przy podstawie
] 10000
(! * 10000 ) ’
a to jest juz dos¢ dobre przyblizenie liczby e.
Powtarzam wiec jeszcze raz. U Biirgiego zwiazek jego logarytmow z liczbg € ma charakter
rachunkowy, co zreszta wcale nie umniejsza rangi jego pomystu. Podobnie jest i u Nepera.
Mam nadziejg, ze te kilka moich uwag pozwoli Panu na rozwianie tych watpliwosci, jakie taczyly
sie Panu z historig liczby e. Jezeli potrzebne bylyby jakies inne, dalsze wyjasnienia, to
z przyjemnoscia podziele si¢ nimi z Panem.
L acze najserdeczniejsze pozdrowienia Zdzistaw OPIAL

Wiele procesow w przyrodzie mozna z dobrym przyblizeniem opisa¢ rownaniem rézniczkowym,
ktorego rozwigzanie zawiera funkcje wykladnicze typu y = Aef*, gdzie A i B sa stalymi.
Przyjrzyjmy sie blizej tabelce, w ktorej zamieszczono dla przykladu wartosci, jakie przybiera
funkcja y = e~ 4* dla roznych argumentéw x i dla kilku wartosci parametru a. Widag, ze
dobierajac odpowiednio parametr @ mozna opisywaé bardzo szybkie jak i powolne zmiany
obserwowanej wielkosci fizycznej w zaleznosci od badanej zmiennej. Dlatego, nawet w tych
przypadkach gdy mechanizm zjawiska nie jest znany, sprawdza si¢ bardzo czesto, czy zaleznosé
wykladnicza opisuje obserwowane zmiany wielkosci fizycznej. Jezeli bowiem uda si¢ przyblizyé
dane doéwiadczalne zaleznoscia wykladnicza, moina wtedy wnioskowaé o mechanizmie zjawiska.
A oto kilka praktycznych przykladow zastosowan funkcji wyktadniczej do opisu procesow
fizycznych.

¥ = e—ax
. Cumowanie todzi do stupka |
L Cu P N 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0.1 0.01 | 0.001
F = Per? *
F — sifa z jaka 16dz ciggnie ling 1 0.3679 | 0.4493 | 0.5488 | 0.6703 | 0.8187 | 0.9048 | 0.9900 | 0.9990
o 5 T 2 0.1353 | 0.2019 | 0.3012 | 0.4493 | 0.6703 | 0.8187 | 0.9802 | 0.9980
= ina L ety z:eglarz ‘trz‘yma ewShady dionics Tiny 3 0.0498 | 0.0907 | 0.1653 | 0.3012 | 0.5488 | 0.7408 | 0.9704 | 0.9970
#— wspdlczynnik tarcia liny o stupek 4 0.0183 | 0.0408 | 0.0907 | 0.2019 | 0.4493 | 0.6703 | 0,9608 | 0.9960
@ — kat opasania stupa. 5 0.0067 | 0.0183 | 0.0498 | 0.1353 | 0.3679 | 0.6065 | 0.9512 | 0.9950
6 0.0025 | 0.0082 | 0,0273 | 0.0907 | 0.3012 | 0.5488 | 0.9418 | 0.9940
2. Ruch w os$rodku lepkim (przy malych predkosciach) 7 | 0.0009 |0.0037 | 0.0150 | 0.0608 | 0.2466 | 0.4966 | 0.9324 | 09930
: ) 5 8 0.0003 | 0.0017 | 0.0082 | 0.0408 | 0.2019 | 0.4493 | 0.9221 | 0.9920
Jezeli w chwili ¢ = 0 cialo o masie # ma predkos¢ vo, to 9 | 0.0001 |0.0007 | 0.0045 | 0.0273 | 0.1653 | 0.4066 | 0.9139 | 0.9910
po czasie t predkos¢ ta zmaleje do predkosci v 10 |4.5-10-% | 0.0003 | 0.0025 | 0.0183 | 0.1353 | 0.3679 | 0.9048 | 0.9900
L
v=upe M 5. Stygnigcie
k — wspélczynnik proporcjonalnosdci zalezny od ksztaltu ciala Réznica temperatur migdzy stygnacym cialem a otoczeniem maleje
i lepkosci cieczy. wyktadniczo z czasem 1.
=2
3. Pochianianie §wiatla w o$rodku przezroczystym AT = (T, —Toe °©
Natezenie $wiatla przechodzacego przez oérodek maleje (Tyx—To)— poczatkow.a roznica temperatur
wykladniczo z przebytg droga x: 7 — stala charakteryzujaca warunki stygnigcia.
I = Ije—2*
Iy — natezenie poczgtkowe . 2
: " " ra pr r
& — WPk ABSOYDG, 6. Rozladowanie kondensatora przez opd
Tt
u=use RC
4. Rozklad Maxwella o
; ; u, ug — roznice potencjaldéw na okladkach kondensatora w chwili
Rozklad wartosci bezwzglednej predkosci v czasteczki gazu ¢ it :pg g
znajdujacego si¢ w temperaturze bezwzglednej T opisuje R— opér .
zloinobl C — pojemnos¢.
Fys 4 P 7. Rozpad substancji promieniotwérczej
(ZkT 3/2
mllz _) _E
m N(t) = Noe *
zwana rozkladem Maxwella. N(t) i Np — odpowiednio ilos¢ jader pierwiastka
m — masa czasteczki promieniotwdrczego po czasie £ i w chwiliz =0
k — stala Boltzmanna. T — czas rozpadu.



