Izomorficzny — slowo pochodzenia greckiego
oznaczajace: tak samo zﬁudowany. Pojecie
izomorfizmu (wskazywanie na taka samg
budowe rdznych struktur matematycznych)

jest charakterystycznym dla matematyki XX
wieku narzgdziem badawczym. Obok podajemy
pierwszy z serii artykuldw poswieconych temu
poisciu.
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O izomorfizmie

Dr Witold WIESEAW

Gdy przed kilkoma miesigcami Redakqa zaproponowa}a mi napisanie artykutu
o izomorfizmie, pomysla}em sobie — nic prostszego, naplszc, wysle.... O ludzka
naiwnosci! Wydawatoby sig, Ze nic prostszego, niz napisa¢ artykul popularny.
Zacznijmy wigc od poczatku. Jezeli w trakcie wykladu okaze si¢, Drogi Czytelniku,
ze tempo wyktadu jest zbyt szybkie, wro¢ do miejsca, od ktérego zaczales,
i przeczytaj powtdrnie.
Mozna by zacza¢ mniej wigcej tak. Niech 4 bedzie zbiorem niepustym. Kazda
funkcje f: A" = AxAx ... x A — A, ktéra kazdemu uporzadkowanemu
n rdzy

uktadowi (a,, ..., a,) elementéw zbioru A przyporzadkowuje element f(a, , ... ,a,)
zbioru A, nazywamy dzialaniem w zbiorze A. Zbiér A z wyréznionymi dziataniami
fl sJ2, ...\ fm nazywamy algebrq i oznaczamy U = (A; f,, [, ..., fup. Jezeli

(B £1,82, ..., Emy Jest drugg algebra, w ktorej dzialania g; zaleza od tej
samej liczby zmiennych, co f}, dla kazdego j = 1, 2, ..., m, to funkcje
roznowartosciowg ¢: A — B, odwzorowujaca zblor A na B, nazywamy
izomorfizmem algebr A i 3, jezeli warunki

(l) gl‘(?’(a[)t ‘P(ﬂz)y VL ?(as,-)) = ¢(.fi(ah a3, ey as;))’ i = I! 25 ceey M,

spelnione sa dla kazdego ukladu a,, a,, ..., a,, elementéw zbioru 4 (s; oznacza
liczbg zmiennych dzialania f;).

Przyklady

A. Niech Ui 3 beda grupami, tzn. mozemy przyjaé, ze WA = {A: f,, foD,

3 =<B; &1,8:, f1(a,, a;) = a,a, (mnozenie w A), f,(a) = a™*, g,(b,, b,) = b,b,
(mnoZenie w B), g,(b) = b~'. Wtedy warunki (1) odczytujemy jako ,,zwykla™

definicje izomorfizmu: ¢(a,a,) = ¢(a,)¢(az), p(a*) = (p(a)™', g: A — B
1 @ jest funkcja réznowartosciows.

B. Jezeli Wi J sa pierscieniami, to jednym z dziatan jest dodawanie a drugim
mnozenie, tzn. A = (4; Sisfd, 3 = (B; 21,8, /1la,, a;) = a, +a,,

Ja(ay, a;) = a,a;, g,(by, by) = by +b,, g:(by, by) = byb,. Stosujac (1) w tym
szczegdlnym przypadku, duslajemy znow klasyczng deflinicj¢ izomorfizmu
pierécieni.

Wyczuwam, 7e nalezy przerwa¢. W ten sposéb na pewno nie wyjasnie Czytelnikowi,

czym jest izomorfizm, a juz na pewno zniechecg Go do matematyki. Zbyt to
wszystko jest podrecznikowe.,

Sprébujmy wigc nieco inaczej. W tym celu przyjmijmy najpierw pojecie grupy.

Grupa nazywamy niepusty zbior G, wraz z ustalong funkcja G x G — G, zwang
dalej dziataniem, albo mnozeniem w grupie G, ktéra kazdej parze uporzadkowanej
(a, b) elementéw z G przyporzadkowuje element ab € G, spelniajaca nastepujgce
warunki:

1. dziatanie jest laczne, tzn. a(be) = (ab)c dla kazdych a, b, ¢ € G;

2. istnieje element neutralny e w G, tzn. element speliajacy warunek

de = ea = a dla kazdego a € G; .

3. kazdy element a € G ma element odwrotny a! € G, tzn. aa ! = a 'a - e.

Grupa przemienna to grupa, w ktorej kazda para elementéw a, b spelnia
ab = ba.

JeZeli G jest grupa z dziataniem (a, b) — ab, a H — grupa z dziataniem

(¢, d) =.c « d, to odwzorowanie ¢: G — H zbioru G na zbiér H nazywamy
izomorfizmem grup G i H, jezeli warunek ¢(ab) = ¢(a) + ¢(h) spetniony jest dla
kazdego a, b € G. Powyiszy fakt zapisujemy krétko G ~ H. co czylamy

..grupa G jest izomorficzna z grupa H™. Azeby zdac sobie sprawe 7 istoty
wprowadzonego pojecia, rozwazmy kilka przykladéw.

Przyklad I. Niech Z* bedzie zbiorem liczb calkowitych, z dodawaniem. Jest to
grupa przemienna — elementem neutralnym jest zero. ho a+0 = 0+a = a
dla kazdego a € Z*, a przemiennos¢ dodawania liczb jest faktem wszystkim
dobrze znanym (element odwrotny do @ nazywany jest w tej grupie na ogol
clementem przeciwnym do a).



= o , Przyklad II. Zbior P przesunigé prostej o catkowite wielokrotnosci niezerowege
-2 = 0 1 2 wektora w jest grupa wzgledem sktadania przesunie¢ (rys. 1). Jezeli p, oznacza
Kn: ) przesunig¢cie o wektor o, a nw = w+w- ... +w (n razy) gdy n jest liczba
naturalng, (—n)w = (—w)+(—w)+ .. +( w) (n razy), to

(2} Piow O Prw = Pikylyws k. leZ*,

Grupa Z* jest izomorficzna z P; wystarczy zdac sobie sprawe z tego, ze kazda
liczba catkowita k wyznacza przesuniecie py, i na odwrét. Reszty dopelnia

= =1 wzor (2) wraz z uwaga, ze funkcja k — py,. ze zbioru Z* na zbiér P jest
roznowartosciowa. Gdyby jednak kto§ chcial przeprowadzi¢ drobiazgowy dowdd,
wystarczy okresli¢ ¢: Z* — P wzorem ¢ (k) = piw 1 sprawdzic, Ze ¢ jest
--------- izomorfizmem,

prE TiAEt B o R Przyklad IIL. Niech Z; oznacza zbiér liczb {0, 1, ..., n—1}, w ktérym za
Rys. 2 dziatanie przyjmujemy dodawanie modulo n, tzn. s = a+b (mod n), jezeli s jest
3 2 2oy nieujemng resztg z dzielenia a+b przez n. Np. 344 (mod 5) = 2, bo
n 34+4=7=5+42,a8+12 (mod 14) = 6, bo 8+ 12 = 20 = 14+ 6. Czytelnik
sprawdzi, ze Z} jest grupa.

1 Przyklad IV. Zbiér C, obrotéw n-kata foremnego wokdét jego srodka jest grupa:
elementem neutralnym jest obrét &, o kat 0, a elementem odwrotnym do
jest obrét & _, tzn. 95" = & _p (rys. 3). Tabelka (rys. 4) opisuje wyniki dziatan
iz O 94y (Y W pierwszej kolumnie, &, w pierwszym wierszu).

+(modn) | 0 12 .. n—-1

n-1 Przyklad V. (Czytelnik, ktory nie zna liczb zespolonych, moze, nie tracac wiele,

Phelyg V=Kt < pomina¢ ten przyklad). Niech E, bedzie zbiorem wszystkich rozwigzan
g 0 Mg = we kil kil — npss TOWNaNia x"—1 = 0 w zbiorze C liczb zespolonych. Mozna od razu zauwazy¢
Psa 0gs<n (bez znajdowania rozwigzan), ze E, jest grupa wzglgdem mnozenia. (Przy
Rys. 3 okazji: czy Czytelnik zna inny przyktad wielomianu, ktérego pierwiastki tworza
grupe wzgledem mnozenia?) Wynika to z ponizszych réwnosci: (x,x;)" =
WETE . oy~ =xixs="1:1=1, tx")" = (x")~! = 1, jezeli tylko x,, x, € E,. Poniewaz
8 B N . W — kazdy wielomian stopnian > 1, o wspolczynmkdch z C, ma n pierwiastkow
5, s, ﬂ’: 3!: a:.—“, w C (fakt ten tradycyjnie nazywany jest ,,zasadniczym twierdzeniem algebry”,

cho¢ dawno juz sa w algebrze twierdzenia bardziej ,,zasadnicze™), wigc grupa

' E, ma n elementéw, S to liczby 1, &, €7, ..., &a ', gdzie &, = cos . + 1sin e

9(:-—!!: | 9(:—1)1 """ 's(u-ih o) 4
| I tym razem mozna odwola¢ si¢ do rys. 3, z tym jednak, zZe teraz kolo lezy na

B34 plaszczyinie C liczb zespolonych, ma promien réwny 1, a jego k-tym
wierzchotkiem jest 65! (k = 1, 2, ..., n).

Zob. et Urajony sprzymierzenice, Delta 3/1974

. W trzech ostatnich przykladach rzuca si¢ w oczy podobienstwo rozpatrywanych

sytuacji. W kazdym z przykladéw wykonanie dzialania sprowadza si¢ do

dodania (modulo n) dwoch liczb. Méwiac scislej, wszystkle trzy grupy:

Zf, C,, E, saizomorficzne. Czytelnika, ktdrego moje sugestie nie pr?ekonafy,
zachgcam do sprawdzenia, ze funkcja ¢: Z} —» C,, @k) = % (k =0, 1, ...,n—1)
jest izomorfizmem grupy Z} z grupa C,, a y: C, = E,, w(%,) = ek

(k=0,1, ..., n—1) jest izomorfizmem grupy C, z grupa E,.

IR} Przyklad VI. (rys. 5) Niech R* oznacza grupg addytywna liczb rzeczywistych
(zbiér R z dodawaniem), a R}, — pétos liczb dodatnich. Sprawdzenie, ze R*
p(x) / x+=y(x) izomorfizm! jest grupa wzgledem dodawania, a R, grupa wzgledem mnozenia liczb, wymaga
znajomofdci jedynie najprostszych wlasnosci liczb rzeczywistych. Ale fakt, ze
— obie grupy sg izomorficzne, jest (w pierwszej chwili) do$¢ nieoczekiwany.
5 R* Zamiast odwolywac¢ si¢ do intuicji, tym razem wspélnie przeprowadzmy dowéd.
Ry ={xeIR: x>0} Niech ¢(x) = 3% Oczywiscie ¢: Rt — R’ (rys. 5). Funkcja ¢ jest
IR* -grupa addytywna liczb réznowartosciowa, jako funkcja rosngca i odwzorowuje R* na R, bo kazda
iatychy liczba dodatnia y ma logarytm log, y. Wreszcie réwnosé g(x+y) = 3+ = 3%3% =

= @(x) p(y); x, y € R jest znang wlasno$ciag potegowania liczb rzeczywistych,

Rys, § . ) - .
co rownocze$nie konczy dowaod.

4 Przyklad VIL. Niech G oznacza zbidér wszystkich obrotéw czworo$cianu foremnego.
Bez trudu wskazujemy 12 obrotéw: identycznosciowy, 2 obroty wokdt kazdej
osi P (rys. 6) przechodzgcej przez wierzcholek czworoscianu i srodek przeciwleglej
3 sciany, tzn. 2+ 4 = 8 obrotéw, 3 obroty wokdt osi taczacych srodki
1 nieréwnoleglych krawedzi (np. o§ Q na rys. 6). Wynika stad, Zze grupa G ma
2 0 co najmniej 12 elementéw. Wykazemy teraz, ze ma ich nie wigcej niz 12, skad
wyniknie, Ze G jest zbiorem dwunastoelementowym. Niech g € G bedzie dowolnym
G = {0y, 050 ++y Oyt obrotem czworoscianu i niech przeprowadza on pierwszy wierzcholek na j-ty,
RVe6 tzn. g(1) = j.



Rys. 8

awxb ={'(t{a}ef (b))

Jezeli a € G jest dowolnym obrotem przeprowadzajacym pierwszy

wierzcholek na j-ty, a(l) = j, to b = a~' 0 g pozostawia pierwszy wierzcholek
na swoim miejscu: b(1) = a~' 0 g(1) = a*(g(1)) = a'(j) = 1. Element G
mozna zatem zapisa¢ (co najmniej jednym sposobem) w postaci g = ¢ 0 b, gdzie
a, beGia(l) = g(l), b(1) = 1. Wynika stad, ze liczba elementéw zbioru G

nie przekracza liczby wszystkich par uporzadkowanych (g, b). Poniewaz a
przeprowadza pierwszy wierzcholek na ktory§ z pozostalych, wiec sa cztery
mozliwosci na a. Podobnie, sa trzy mozliwosci na b. Oznacza to, ze wszystkich
mozliwych par jest 12, tzn. G jest zbiorem majacym nie wigcej niz 12 elementéw.
Mozna przekona¢ sig lalwo, ze grupa obrotéw czworoscianu foremnego nie jest
przemienna. Czytelnik odnotuje, Ze sg co najmniej dwie nicizomorficzne grupy
dwunastoelementowe: przemienna grupa C,, (Przyklad IV, n = 12)

I (nieprzemienna) grupa G,

Czy kazdy zbiér moze by¢ grupa? Aby unikna¢ zbyt zawilych rozwazan,
przeformulujmy postawione pytanie na nieco mniej ogélne zadanie.

W klasie jest 12 tawek (rys. 7). Czy zbidér A tych tawek mozna przeksztalcié

w grupe? Wyjasnienie zawarte jest na rysunku 8. Poniewaz grupy izomorficzne

sg rownoliczne (maja te sama liczbe elementdw), a znamy przyklady grup
dwunastoelementowych (1.p. grupa G z przykiadu VII), wiec postaramy si¢
przeksztalci¢ zbiér 4 w grupe izomorficzng z G. Niech a,, @, ..., a,, bedzie
Jakakolwiek numeracja tawek, a 9, 9,, ..., #,, — ustalona numeracja elementéw
grupy G. Okres$lmy funkcje f: 4 — G, ustalajgcg réownolicznosé tych zbioréw,
wzorem f(a;) = &; (i = 1, 2, ..., 12). Aby znalez¢ ,.iloczyn™ a » b dwéch lawek a i b,
znajdujemy najpierw obroty f(a), f(b) przyporzadkowane tym fawkom,
wykonujemy dzialanie f(@) © f(b), a nastgpnie odczytujemy, jakiemu elementowi
zbioru A zostal przyporzadkowany element f(a) 0 f(b). Jest nim f~'(f(a) o f(h))
(funkcja f jest réznowartosciowa!). W ten sposéb dowolny zbiér A4, réwnoliczny

z grupa G, moZna przeksztalci¢ w grupg izomorficzng z grupa G. Jezeli bowiem
przepisac otrzymany warunek, bedacy definicja dziataniaw A:a * b = f~'(f(a) 0 f(b)),
w postaci rownowaznej: f(a * b) = f(a) o f(b), to odczytamy, Ze fjest izomorfizmem
grupy A (z dzialaniem ,, ") z grupa G (z superpozycja ,,0”" jako dziataniem).
Przypomnijmy, Ze f bylo dowolng funkcjg ustalajaca réwnolicznosé zbiordw

A1 G. Ale mozemy przeciez w dowolny sposéb przenumerowac tawki i powtérzyé
konstrukejg, juz z nowa numeracjg. Zmiana numeracji lawek to nic innego,

Jjak permutacja zbioru 4 (permutacja zbioru skonczonego nazywamy kazda

funkcjg réznowartosciowg odwzorowujaca ten wzor w siebie). Poniewaz zbiér
dwunastoelementowy 4 ma 12! =2-3-4:5:6-7-8 -9-10- 1112 = 479001600
permutacji, wigc tym samym skonstruowalisémy prawie pél miliarda izomorficznych,
cho¢ réznych grup!

Nasuwa si¢ teraz spostrzezenie, ze izomorfizm pozwala zaniedba¢ wlasnoéci
fizyczne elementow grupy. Méwiac pogladowo, grupy izomorficzne majg te same
wlasnosci. Na przyktad, jezeli ¢: G — H jest izomorfizmem grup G i H, oraz g € G

~ jest elementem, ktdry spetnia warunek g = e; (e — element neutralny grupy G;

podobne znaczenie ma ey), g # eg, to @(g) # ey 1 ¢(g)* = ¢y. Istotnie,
poniewaz g # eg, Wige ¢(g) # ¢(eq) = ey (dlaczego?), bo ¢ jest funkeja
réznowartosciowa ; ponadto ¢(g)* = ¢(g?) = ¢(eg) = en.

W sposéb podobny do opisanego mozna méwié o izomorfizmie pierécienti,
czy tez izomorfizmie cial, ale o tym mozZe innym razem,

Zadania

1. Wykazac, ze grupa n-elementowa nie moze by¢ izomorficzna z grupa m-elementowa, jesli
m# n.

2. Poda¢ przyklad dwoch nieizomorficznych grup, ktore maja te sama liczbe elementow,

3. Czy zbior obrotow kuli wokot jej srodka (bedacy grupa wzgledem skladania obrotow) jest
grupa izomorficzng z grupa obrotow kola ze skladaniem obrotow, jako dziataniem?

4. Udowodnic, ze relacja ,,byc izomorficznym™ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia:
G>G; G2 H—» H~G;G=Hi H=N==G=>N.

5. Wykazac, ze grupa izomorficzna z grupa przemienna jest przemienna.

6. Podzbior H grupy G nazywamy podgrupg grupy G, jezeli jest grupa wzgledem tego samego
dzialania. Wykaza¢, ze {1}, {—1, 1} sa jedynymi skonczonymi podgrupami grupy R*
niezerowych liczb rzeczywistych (wzgledem mnozenia liczb),

7. Wykazac¢, ze {0} jest jedyna skoriczona podgrupa grupy R*.



