Geometria algebraiczna—czyli jak sobie poradzi¢
z nieciggloscig w geometrii (czgs¢ 11I)

Ta wlasnos¢ pary funkcii fi g nazywana bywa
w innych eoriach stycenosciy n-tego rzgdu
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W poprzednich numerach Delty opisalismy, jak sensownie nasladowac niektore geometryczne

i analityczne pojgcia w geometrii algebraicznej, to jest dziale matematyki, zajmujacym sig
badaniem zbioréw okreslonych rownaniami wielomianowymi. Istotne trudnosci biorg sie stad,

ze cialo K, z ktorego pochodza wspolczynniki wielomianow, nie musi by¢ ciatem liczbowym,

a wtedy badane zbiory nie maja ,,naturalnej” struktury geometrycznej. Jej namiastkeg
otrzymalismy, definiujac zbiory domknigte w przestrzeni K" jako zbiory algebraiczne, a zbiory
otwarte — jako dopelnienia domknigtych. WzbogacilisSmy t¢ strukture przez wprowadzenie
snopow funkgeji. Interesujg nas teraz nie same przestrzenie topologiczne Zariskiego, ale te
przestrzenie wraz ze snopami funkcji wymiernych okreslonych na podzbiorach otwartych.
HKrzywe" x2+3y* = 11 x°+)* = 1 sa takie same jako przestrzenie topologiczne, lecz maja
rozne snopy funkcji. W geometrii duze znaczenie ma lokalne badanie krzywej czy powierzchni,
to znaczy badanie jej wlasno$ci wokol ustalonego punktu (a to z kolei znaczy: ... w dowolnie
malym otoczeniu tego punktu). W naszym abstrakcyjnym przypadku jest to znacznie utrudnione,
gdyz te ,,dowolnie male” otoczenia sa i tak bardzo duze: w topologii Zariskiego na krzywej
(opisanej przez wielomian nierozkladalny) otoczenie dowolnego punktu zawiera prawie
wszystkie punkty tej krzywej. Wykorzystujac fakt, Zze ograniczamy sie do badania tylko funkcji
wielomianowych (a co najwyzej ilorazow takich funkcji), mozemy w sensowny i pozyteczny
sposob wprowadzic¢ pojecie ,,nieskoficzenie malego' otoczenia punktu i stosunkowo latwo

bada¢ wlasnoéci interesujacych nas obiektow na tych ,,malutkich™ otoczeniach. Rozwaimy
najpierw punkt x, na prostej liczbowej R. Rozpatrujmy tylko te funkcje, ktore sa nieskonczenie
wiele razy rozniczkowalne (w zwyklym sensie, znanym ze szkoly) w pewnym otoczeniu punktu x,.
Takimi funkcjami sg wielomiany, funkcje trygonometryczne, wykladnicze i logarytmiczne,

a takze funkcje wymierne, okreslone w x,. Wszystkie wymienione funkcje sa przykladami tzw.
funkcji analitycznych. Rozpatrzmy dwie nieskonczenie wiele razy rozniczkowalne funkcje fi g.
Pojecie nieskoriczenie malego otoczenia n-tego rzedu punktu x, jest tak dobrane, ze jest
prawdziwe nastgpujace twierdzenie: funkcje /i ¢ sa rowne na nieskonczenie malym otoczeniu
n-tego rzedu punktu x, wtedy i tylko wtedy, gdy f(xo) = g(x0), ['(x0) = g'(x0), ..., [ (xp) =
= g™ (x,). Mozna by to przyja¢ za pewnego rodzaju definicj¢ takiego otoczenia. Im wigkszy
jest rzad nieskonczenie malego otoczenia, na ktorym dwie funkcje fi g s rowne, tym ,,gladsze”
jest przejicie w punkcie (xo, f(x0)) = (xo, £(x¢)) z krzywej y = f(x) na y = g(x).

Przyklad. Niech f(x) = 0 dla wszystkich x € R, za$
e-1/x? gdy x>0,
&= 19 gdy x<0.
Funkcje fi g sa rowne na kazdym nieskonczenie matym otoczeniu liczby 0 (wszystkie pochodne
funkcji g w 0 sa rowne 0), jednak nie sa rowne na zadnym ,,prawdziwym’ otoczeniu 0.

W przedstawionym opisie pojecia nieskonczenie matego otoczenia punktu uzywalismy tylko
pojgcia ,,otoczenia™ oraz zwrotu ,,rozniczkowac”. Przedtem za$ wyjasniliSmy, co rozumiemy
przez ,,otoczenie” (ogdlniej: zbidr otwarty) w abstrakcyjnych przestrzeniach Zariskiego oraz
wytlumaczyliémy, co rozumiemy przez ,,pochodng™. Jestesmy tym samym w stanie sformulowaé
Huwikiana” definicje¢ nieskonczenie malego otoczenia n-tego rzedu na kazdym zbiorze
algebraicznym. Okazuje sie nastepnie, Ze przez swego rodzaju ,,przejscie graniczne” (przy n — o)
po tych nieskoniczenie malych otoczeniach otrzymujemy co$ posredniego migdzy ,,duzym”™
otoczeniem w przestrzeni Zariskiego a ,,malutkim” otoczeniem nieskonczenie malym. Daje to
nowa metode lokalnego badania zbiorow algebraicznych. Jest ona mozliwa tylko dzigki temu,
ze w klasie rozpatrywanych przez nas funkcji mozemy twierdzi¢, ze jezeli dwie funkcje sa takie
same na kazdym nieskonczenie malym otoczeniu pewnego punktu, to sa takie same na pewnym
»prawdziwym’ otoczeniu. Opisany wyzej przyklad pokazuje, ze w ogolnym przypadku istnieja
funkcje, ktore tej wlasnosci nie maja.

Jednym z czesciej wykorzystywanych twierdzen geometrii rozniczkowej (opartej na zwyklej
geometrii prostej liczbowej) jest twierdzenie o funkcjach uwiklanych. W bardzo szczegolnym
przypadku mowi ono, ze jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla i rozniczkowalna (w zwyklym

) . dr . . .
sensie) w pewnym otoczeniu punktu x, i pochodna )’ = = jest rozna od zera w punkcie xo,
X

to istnieje otoczenie U tego punktu, na ktérym f jest funkcja odwracalna, to znaczy zmienna
x da sie wyrazi¢ jako funkcja zmiennej y na pewnym otoczeniu ¥ punktu y, = f(x,).
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W przestrzeniach Zariskiego (w ich ubogiej topologii) twierdzenie to nie jest prawdziwe, o czym
mozna si¢ latwo przekona¢ juz na przykiadzie funkcji y = x*. Wynikajaca stad trudnosé
zwigzana z niemoznoscig lokalnego ,,rozwiklania” funkcji udalo si¢ pokonaé przez wprowadzenie
tak zwanej topologii étale. Nie jest to topologia w poprzednio (i powszechnie) uzywanym sensie
tego slowa — ofoczenie étale punktu x zbioru algebraicznego X jest dos¢ skomplikowanym
obiektem algebraiczno-geometrycznym i postugiwanie sie ropologig étale wymaga juz pewnej
specjalizacji w geometrii algebraicznej. Przy okreéleniu tej ,,topologii” jeszcze raz dochodzi do
glosu praktyczny formalizm, cechujacy dzi$ wiele dzialow matematyki. W matematyce jest dosé
latwo wprowadza¢ nowe pojecia, zwlaszcza wlasnie droga formalnego przeniesienia pojeé juz
istniejacych na nieco inny zakres obiektoéw. Jednak czgsto jest to tylko niczemu nie stuzgca
zabawa. Jedng z cech, jakie musi mie¢ dobry matematyk, jest umiejetno$é odroznienia, ktore
pojecia sg warte uwagi, a ktore nie, ktore teorie bgda stuzy¢ faktycznemu rozwojowi nauki,

a ktore sa marginesowa ciekawostka. Ze nie jest to latwe, $wiadczy dobitnie historia geometrii
nieeuklidesowych — nie docenianych w XIX wieku, a dzi$ stanowiacych podbudowe teorii

(np. teorii wzglednosci) opisujacych rzeczywistosé fizyczng. Gdyby poréwnaé zdobywanie nowych
obszarow matematyki do wspinaczki gorskiej, nasunie si¢ nastgpujaca analogia. Dobry wspinacz
musi mie¢ opanowana technike pokonywania $cianek, plyt, rys, komindw i przewieszek — ale
musi mie¢ rowniez wyczucie: ta rysa doprowadzi mnie na szczyt, a tedy dojde pod niemozliwy
do przejicia okap. Od matematyka wymagamy nie tylko pomystowego i sprawnego rozwigzywania
zadanych zadan, ale (co z biegiem lat staje sie wazniejsze) wyczucia oraz opartej na intuicji

i doswiadczeniu orientacji w nieznanym terenie.

Opisana przez nas metoda wprowadzenia poje¢ analizy matematycznej i geometrii rozniczkowej
tam, gdzie jest to z pozoru niemozliwe, jest owocem wysitku kilku pokolen matematykow.
Droga, ktdrg oni szli, jest krgta i wydaje sig, Ze mozna ja uproscié, aby nastepni mogli pojsé
Jeszcze dalej.
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M 136. Udowodnic, ze jezeli obwody $cian czworoscianu sg réwne, to éciany sg trojkatami

przystajacymi.

Rozwiazanie na str. 16 :

M 137. Wyznaczy¢ wszystkie pary niepustych podzbioréw A i B zbioru liczb calkowitych Z
majace nastepujace wilasnosci:

1) Z = AV Bi co najmniej jeden ze zbioréw Z—A i Z— B jest niepusty,

2) suma dwoch liczb nalezacych do tego samego podzbioru nalezy do A, suma dwéch liczb

nalezacych do réznych podzbioréw nalezy do B.

Rozwigzanie na str. 16

M 138. Na okrggu wybrano pigé réznych punktéw P, Py, P,, Ps, P, dla ktérych zachodza
rownodci =

¥ P,PP; = ¥ P;PP, = ¥ P;PP, = N

Udowodni¢, ze punkty Py, P;, Ps, P, sa wierzchotkami kwadratu.
Rozwiazanie na str. 14
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F 46. W poprzednim zadaniu istotna role odgrywala analiza wymiarowa. Metodami analizy
wymiarowej mozna udowodnié¢ wiele zaleinoéci, jednak czasami — przy nieumiejetnym jej
stosowaniu — mozZna popa$¢ w tarapaty. Oto przyklad rozumowania prowadzacego na manowce.
Wezmy pod uwage nieskoriczona, cienka, prostoliniowa ni¢ naladowang w ten sposéb, ze liniowa
gesto$¢ ladunku (czyli ladunek przypadajacy na jednostke dlugosci) 7 jest stala. Interesuje nas
pole elektryczne E w przestrzeni woko! nici, a konkretnie w punkcie oddalonym od nici o r.
Dla. ustalenia uwagi rozwazania bedziemy przeprowadzaé w ukladzie CGS. Najpierw wyznaczmy
potencjal. Jedynymi parametrami charakteryzujgcymi nasz uklad sa: gestoéé tadunku 7
o wymiarze pierwiastka kwadratowego z dyny oraz odleglo$¢ r o wymiarze cm. Mozna by wiec
sadzi¢, ze wielkosci te powinny wystarczy¢ do wyznaczenia potencjalu ¥(r). Innymi slowy, mozna
by sadzi¢, ze V(r) powinno by¢ suma wyrazen postaci: stata - %'« rJ, Wymiarem potencjalu jest
pierwiastek kwadratowy z dyny. Jedynym wyrazeniem podanej postaci majacym wia$ciwy wymiar,
jak latwo sprawdzi¢, jest po prostu stala - 5' - r° czyli stala - 5. Zatem V(r) = stala- 7.
Widzimy wigc, ze potencjal ¥(r) w ogéle nie zalezy od r. Wynika stad, ze pole elektryczne wokél
nici jest rowne zeru, co jest oczywista nieprawda, gdyz dobrze wiadomo, ze pole elektryczne
pochodzace od jednorodnie naladowanej nici jest odwrotnie proporcjonalne do r.
_Sprawdicie, czy podane wyzej rozumowanie rowniez w ukladzie SI prowadzi do paradoksu
i sprobujcie wyjasni¢, gdzie zostal popelniony biad.
Rozwiazanie na str. 11
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