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W poprzednim artykule (Delta 4/1976) omawialismy podstawowe róznice pomiedzy
wlasnosciami rozwiazan równan liniowych i nieliniowych, a zwlaszcza analizowalismy
szczególowo dziwne wlasnosci rozwiazan równania -Kortewega - de Vriesa. Teraz, kontynuujac
nasza dyskusje, zapoznamy sie z pewnymi niecodziennymi wlasnosciami ukladu oddzialujacych
fal. Rozwazmy fale pewnego rodzaju (np. fale dzwiekowe, elektromagnetyczne, plazmowe,
spinowe itd.) rozchodzace sie w jakims osrodku. Jesli fale te maja mala amplitude, to moga
rozchodzic sie niezaleznie. Kazda z fal opisywana jest wtedy pewnym równaniem liniowym (np.
równaniem falowym). Jesli mozemy zaniedbac procesy przekazywania energii od fali do osrodka,
to fala o okreslonej czestosci moze byc zapisana w postaci

gdzie IX - oznacza typ fali,a: jest stala w czasie amplituda fali, zas czestoscw"'(k) zalezy od

wektora falowe~o( dlugoSC fali ).= ~). Uwzglednienie przekazywania energii od fali do osrodka

(np. zamiana drgan na cieplo) prowadzi do pojawienia sie efektu tlumienia. Istnieja jednak
uklady fizyczne, w których energia przechodzi od osrodka do pewnego typu fal. Fale takie
narastaja w czasie i sa nazywane falami niestabilnymi. Wprowadzilismy tutaj bardzo wazne
pojecie stabilnosci. Dla fizyka (matematycy oczywiscie wprowadza to pojecie inaczej, bardziej
precyzyjnie) jakies rozwiazanie (stan) bedzie stabilne, jesli male zaburzenie stanu poczatkowego
nie doprowadzi w czasie ewolucji do narastania róznicy miedzy rozwiazaniem zaburzonym
aniezaburzonym.
Wracajac do naszych fal, oddzialywanie liniowe fal o malej amplitudzie z osrodkiem mozna
opisac równaniem

d- '"

dt ak = -y a:,

a: cos (cil'-(k)t-xk),(1)

(2)

(5)

gdzie amplituda ak oczywiscie zalezy teraz od czasu. Jesli y> O, to mamy tlumienie, a gdy
y < O - niestabilnosc.
Zwiazek pomiedzy czestoscia a wektorem falowym

m w=~W
nazywamy zwiazkiem dyspersyjnym. W danym osrodku moze jednoczesnie rozchodzic sie wiele
fal o róznych zwiazkach dyspersyjnych.

Zupelnie inaczej wyglada sytuacja,.gdy co najmniej jedna z fal ma duza amplitude. Fala taka
modyfikuje osrodek, w którym sie rozchodzi. Na przyklad fala dzwiekowa o duzej amplitudzie
powoduje powstanie lokalnych (poruszajacych sie z fala) zgeszczen i rozrzedzen, a wiec do
osrodka jednorodnego wprowadza niejednorodnosci. W tak zmodyfikowanym osrodku druga

fala moze poruszac sie inaczej niz w os'rodku, w którym pierwSza fala nie istnieje. Zjawisko to
nazywamy oddzialywaniem fal. Modyfikacja osrodka jest w przy!?lizeniu proporcjonalna do
amplitudy odpowiedniej fali. A wiec w pierwszym przyblizeniu przyczynek do czlonu opisujacego
szybkosci zmian amplitudy, pochodzacy od oddzialywania fal, jest forma kwadratowa amplitud
oddzialujacych fal.
Zajmiemy sie tutaj bardzo specjalnym, tak zwanym rezonansowym, oddzialywaniem fal.

Wyobrazmy sobie osrodek, w którym rozchodzace sie fale maja nastepujaca wlasnQsc: dla
pewnych wektorów falowychk, k 1 spelniony jest warunek:

(4) w"(k) = w/l(k1)+wY(k-k1);

gdzie indeksy IX, {l, Y oznaczaja fale o róznych zwiazkach dyspersyjnych (badz fale, moga byc

identyczne). Takie czestosci i odpowiadajace im wektory falowe bedziemy nazywac r~zonansowymi.
Istnienie rezonansu trzech fal pociagaZa soba glebokie konsekwencje. Jak zobaczymy,
sprzezenie nieliniowe moze calkowicie zmienic zachowanie amplitud fal w czasie. Dla
uproszczenia naszych rozwazan wyobrazmy sobie, ze w naszym ukladzie istnieja jedynie trzy falc

oznaczone odpowiednio indeksami(IX, k), ({l, k1) oraz (y, k1), gdzie IX, {l i y oznaczaja typ fali,
zas k, k1 oraz k1 odpowiednie wektory falowe. PO,niewaz zalozylismy, ze w ukladzie istnieja tylko

trzy fale, mozemy opuscic bez mozliwosci pomylki indeksy wektorów falowych. Bedziemy wtedy
mogli napisac nastepujace równania rózniczkowe opisujace, amplitudy tych fal:

d
.- a••= - 1'••a••+AIMa/la6dt , ••

d
-a/l = -1'pap+Ap"6a ••a6dt

d ••
- a6 = -1'6a6+ A/a ••ap.dt

Zjawiska nazywamy rezonansowymi, gdy
zachodza dla pewnych, scisle okreslonych
zwiazków miedzy czestosciami drgan fal. Na
przyklad, w ukladach liniowych na pewno
nastepuje rezonans przy czestosciach
pobudzenia równych czestosci wlasnej ukladu.
W ukladach nieliniowych relacje rezonansowe
Sil bardziej zlozone, a formula (2) przedstawia
najprostsza z nich.

Dla fal spelniajacych proste równanie falowe
(np. fale elektromagnetyczne w prózni)
zwiazek dyspersyjny jest bardzo prosty

w=c·k.

Fale takie nie wykazuja zjawiska dyspersji,

a predkosc fazowa vr= ~ jest równa

predkosci grupowejVI = ~. Podobny

jest zwiazek dyspersyjny dla fal dzwiekowych.
Jednakze te same fale elektromagnetyczne
w osrodku materialnym maja juz zwiazek
dyspersyjny bardziej zlozony iVI ~ VI'
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I'rzyjmijmy na poczatek dalsze uproszczenie, a mianowicie polÓZmy wszystkiey« = O, co
oznacza, ze fale nie sa tlumione liniowo. Zauwazmy teraz, ze przez proste podstawienie

(1)

(8)

Przyklad relacji rezonansowej

w«(k) =~.':= ~
T« 6

wP(k,) = 2::.. = ~
Tp 10

wY(k-k,) = _~_= _1-
Ty 15

T oznacza okres

x y z
(6) a", = ----:=:c:cc:c:-c:-c:'" , ap = ~==_, a" = -==-=

Y/Ap"IIA6PI YIA~"IIA6PI YIAp"IIA~"1

równania (5) przeksztalcimy do duzo prostszej postaci. W podstawieniu (6) symbolemlAI
oznaczylismy wartosc bezwzglednll liczbyA. Uklad równan mozna teraz zapisac w postaci:

x = UIYZ

y = U2XZ

Z = U3XY,

gdzie kropka nad odpowiednia amplituda oznacza pochodna wzgledem czasu, a wspólczynniki
(T, (i = l, 2, 3) moga przyjmowac jedynie wartosci± l. Zauwazmy tutaj, ze (dla dodatnich
amplitud x, y, z) a= + l oznacza narastanie, zasa= -l tlumienie. Istnieja jedynie dwa istotnie
rózne przypadki, gdy wszystkieUl sa tego samego znaku oraz gdy jedna z nich jest innego znaku
Zachowanie sie rozwiazan jest w obu tych przypadkach diametralnie rózne.
Zobaczmy teraz, ze pewne funkcje naszych amplitud sa stale w czasie. Aby to zauwazyc,
pomnózmy stronami równania (7) odpowiednio przezx, y i z. Otrzymamy wówczas nastepujacy
uklad równan:

. l d 2
XX = ---x = Utxyz

2 dt

l d
yy = __ y2 = U2XYZ

2 dt

l d
zz = - - Z2 = U3XYZ,

2 dt

Zauwazmy, ze lewe strony równan sa proporcjonalne. Kombinujac odpowiednio równanie
pierwsze z drugim oraz pierwsze z trzecim, otrzymujemy dwa zwiazki:

(9)

d d
U2 -- X2-al - y2 = O

dt dt

d d
U3 -- X2-al - Z2 = O.

dt dt

Zwiazki te mozna scalkowac i wtedy otrzymamy dwie zasady zachowania (funkcje zmiennych
dynamicznych - w naszym przypadku amplitud - sa stale w trakcie ewolucji). Nasze zasady
zachowania zapiszemy nastepujaco:

(10) U2x2-aly2 = Ch

U3X2-UIZ2 = C2, gdzie Ct i C2 sa stalymi calkowania.

Znalezienie i zbadanie stalych ruchu jest pierwsza czynnoscia fizyka przy badaniu danych równan,
Badania takie dostarczaja duzo informacji o wlasnosciach rozwiazan, W naszym przypadku
widac, ze jesliUl jest innego znaku nizU2 i a3, to zwiazki (10) mozemy przepisac

Ix12-ly12 = C~'
IxI2_\ZJ2 = C~.

(11)

(12)

X2+y2 = C;
X2+Z2 = C~

Latwo teraz wywnioskowac, ze jezeli amplitudyx, y, z w chwili t = O byly ograniczone, to beda
ograniczone dla kazdej chwili czasut > O i wtedy modyfikacja ewolucji liniowej nie jest
dramatyczna.
Natomiast w sytuacji, gdy wszystkieUj (i = l, 2, 3) sa tego samego znaku, obraz bedzie
calkowicie rózny. Nasze zasady zachowania mozna przepisac w postaci:

5

8

4

6

amplituda
att)

10

7

Lalci.nosc amplitud od cz.asu opisana
wzorem (13) dla

3

l l I
ao = l, 2' ""3' '4

l
(13) x(t) = y(t) = z(t) = --to-t
sa rozwiazaniami naszych równan (6), z bardzo specjalnym warunkiem poczatkowym:

Teraz nie tylko naSze stale ruchu nie musza byc dodatnie, ale nie mozemy juz dluzej wnioskowac
o ograniczonosci amplitud. Mozna sobie bowiem doskonale wyobrazic, ze amplitudy rosna
nieograniczenie, a ich kombinacje (12) sa ograniczone. Jak za chwile sie przekonamy, naSze
równania (1) opisuja wlasnie taki wzrost. Mozna skorzystac z zasad zachowania do
wyeliminowania zmiennychy i z. Otrzymamy wtedy równanie pierwszego rzedu o zmiennych
rozdzielonych, które latwo mozna scalkowac. Wtedy jednakze otrzymamy rozwiazanie w postaci
uwiklanej i wystapia tam calki tak zwane eliptyczne. Dyskusja takiego rozwiazania jest trudna
i zawiklana. Dlatego podamy tutaj rozwiazanie szczególne, które jest bardzo proste i ma wszystkie
wlasnosci rozwiazania problemu w przypadku ogólnym. Dla ustalenia uwagi polózmy
a, = a2 = U3 = l. Latwo sprawdzic, ze funkcje

4 czas32o

2
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Wrócmy teraz do sytuacji, w której istnieje tlumienie liniowe. Znów dla uproszczenia przyjmijmy,
ze wszystkie wspólczynniki (dekrementy) tlumienia sa równe. Rozpatrzmy uklad równan:

x = -yx+yz
y = -yy+xz
Z = -yz+xy.

(14)

(15)

I
X(O) = y(O) = Z(O) = - ,

to

co odpowiada równym zeru stalymC~',C~'we wzorze (12). Jak wiec widzimy, nasze równanie
ma rozwiazanie, które staje sie nieograniczone dla skonczonej chwili czasul = lo. Jak juz
mówilismy, zachowanie takie jest mozliwe jedynie dla ukladu nieliniowego. Ze wzgledu na ten
nieograniczony wzrost w chwilito, zachowanie takie nosi nazwe niestabilnosci eksplozyjnej.

ao<r

att)

r='(

to

Zaleznosc amplitud od czasu w obecnosci
tlumienia Latwo mozemy zauwazyc, ze przez zamiane zmiennych:

a = e-yt _I __
1'0- T

T = ~ (J -e-yl)
y

d
-X(T) = Y(T) ZeT)
dT

d
- Y(T) = X(T) ZeT)
dT

d
- ZeT) = X(T) Y(T).
dT

(16)
l x(t) = e-yIX(T)

T = -- {l-e-YI} oraz y(t) = e-yIY(T)
y zet) = e-yIZ(T)

uklad mozna zapisac w postaci:

(17)

I
Y (l-e-yIO)TO =

Równania te sa identyczne z ukladem(1), którego rozwiazania uprzednio badalismy. Mozemy
wiec rozwiazania napisac w postaci:

Zwrócmy tu uwage na istotna róznice w stosunku do rozwiazan (13) dyskutowanych uprzednio.

, J)A mianowicie zauwazmy, ze zmienna T zmienia sie w skonczonych granicach(O, Y . Tak wiec,
jesli wartosci poczatkowe, które wyznaczaja czas eksplozji-
(18)

l
X(T) = Y(T) = ZeT) = --

TO-Y

l
T = -- {l-e-YI}.

y

Rozwil\Zllnie zadania M Ul
Zauwazmy, ze z zalozenia, jz wymienione
w zadaniu punkty sa rózne. wynika, ze
rozJozone sa one na okreau w podanej
ltolcinoSci. Niech °bedzie srodkiem okreau.

(19) X(O) = Y(O) = Z(O) =
TO

sa mniejsze od wartosci progowej

(20) IX(O)I = IY(O) I = IZ(O)I ~ )',

Z twierd2enia o k~ie wpisanym wynika,

"
ze iC P,OP, = iC P,OP, = iC p,OP. = '2'
Tr6jk"ty 1',01',. 1',01',. P,OP.a takze

1'.01', "" wieo: prZYsl~,mi tr6jk"tami

p,ostoqtnymi. ~ P,P, = P,P, = p,p ••
iC p,p,p. = iC P,P.O+ iC OP.p. =
=!!.. + ~ =!!.. ipodobnie ;:P,p,p.= !!..4 4 2 2
zatem p,p.p.p.jcstkwadratem.

to rozwiazanie jest ograniczone dla wszystkich czasów. Dopiero gdy wartosci poczatkowe
amplitud przekrocza wartosc progowa (20), rozwiazanie eksploduje. Warto tu dodac, ze
podstawowe wnioski, takie jak: istnienie rozwiazania nieograniczonego oraz pojawienie sie
efektu progowego przy obecnosci tlumienia zostalo potwierdzone w przypadkach ogólnych
(rózne dekrementy tlumienia lub szersza klasa warunków poczatkowych) badz na drodze analizy
numerycznej, badz tez w niektórych przypadkach przez analize rozwiazan analitycznych.

Wydawac by sie moglo, ze omawiany problem jest problemem czysto akademickim. Jest

przeciez sprawa oczywista, ze mozna pisac równania o rozwiazaniach majacych najdziwniejsze
wlasnosci. Jednak w naszym wypadku nie jest az tak zle. Istnieje szereg zjawisk fizycznych;

w których oddzialywania nieliniowe fal ?dgrywaja decydujaca role. Omówimy tutaj jeden taki
przyklad, który odgrywa wazna role we wspólczesnej fizyce plazmy. Chodzi mi tutaj o nieliniowe
oddzialywanie silnej fali elektromagnetycznej (mam tu na mysli np. wiazke lasera duzej mocy)
z falami plazmowymi. Takie oddzialywanie mozna sobie wyobrazic w ten sposób, ze silne pole
elektromagnetyczne fali polaryzuje plazme i fale plazmowe beda sie rozchodzily w osrodku
zmodyfikowanym w stosunku do plazmy bez pola. Uwzgledniajac te modyfikacje warunków
propagacji fal plazmowych, znajdujemy wspólczynniki nieliniowego oddzialywania fal. Okazuje
sie, ze w tym szczególnie waznym wypadku równiez jest mozliwy rezonans, tyle tylko, ze
czterech, a nie trzech fal. Równania sa podobne, a co najwazniejsze, wystepuje niestabilnosc
eksplozyjna. Nie nalezy jednak zapominac, ze w przyrodzie wystepuja fale róznych dlugosci,
które ze soba jednoczesnie oddzialuja. Dlatego rozwazania o oddzialywaniu jedynie trzech
(czterech) fal sa daleko idaca idealizacja sytuacji fizycznej, a pojawienie sie niestabilnosci
eksplozyjnej - jedynie wskazówka, ze oddzialywania nieliniowe moga prowadzic do nowych
ciekawych efektów .
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AA'=AA"= vI

AB=vsl

sin et = AA' _ v
AB -V;

Rys.1

w aerodynamice stozek ten nosi n;ll\~ ~ ~tt..-'J'.l...a

Macha.

Tak na przyklad badajac nieliniowe oddzialywanie fali lasera z falami plazmowymi (o róznych
dlugosciach fal) dochodzimy do wniosku o istnieniu efektywnego mechanizmu przekazywania
energii od fali lasera do plazmy. Na podstawie skomplikowanych rachunków mechanizm
ten mozna sobie wyobrazic jako tworzenie sie obszarów o obnizonej gestosci, które podczas
ewolucji kurcza sie gwaltownie. Zaburzenia zas o malych wymiarach (krótkie fale) szybko
sie rozpadaja (dysypuja), a ich energia przechodzi w energie termiczna plazmy. Omówilismy
tutaj ten przyklad dosyc szczególowo ze wzgledu na jego znaczenie przy próbach otrzymania
kontrolowanej reakcji termojadrowej na drodze grzania plazmy laserem.
Jednak niestabilnosci omawianego typu odgrywaja istotna role i w innych dzialach fizyki.
Wydaje sie, ze zjawiska takie jak turbulencja i przejscia fazowe sa wywolane podobnym
mechanizmem. Widzimy wiec, ze omawiane oddzialywanie rezonansowe jest z jednej strony
pieknym przykladem dziwnego zachowania ukladów nieliniowych, a z drugiej strony wystepuje
w wielu zjawiskach fizycznych~

Promieniowanie Czerenkowa

Doc. dr Jerzy BARTKE

Promieniowanie noszace obecnie nazwe promieniowania Czerenkowa ma bardzo
interesujaca historie. Maria Sklodowska-Curie i inni badacze promieniotwórczosci
zaobserwowali juz na poczatku naszego stulecia, ze roztwór soli radu oraz rózne
substancje przezroczyste umieszczone w poblizu silnych preparatów
promieniotwórczych emituja niebieskawe swiatlo. Wiedziano juz wtedy, ze pod
wplywem promieniowania cial radioaktywnych wiele substancji swieci (zjawiska
fluorescencji i fosforescencji), totez nie przywiazywano do tego swiecenia
specjalnej wagi. Dopiero w 1934 r. P.A. Czerenkow rozpoczal systematyczne
badanie tego zjawiska i odkryl szereg interesujacych jego wlasnosci. Stwierdzil
on, ze swiecenie powstaje we wszystkich przezroczystych cieczach i cialach
stalych i ze jest silnie asymetryczne - emitowane w kierunku promieniowania
padajacego. Wlasnosci te oraz polaryzacja badanego swiecenia wskazywaly na to,
ze nie jest to zaden ze znanych rodzajów luminescencji. Ponadto Czerenkow
dowiódl, ze swiecenie powodowane jest przez elektrony wybijane z atomów
przez promieniowanie gamma - tzw. elektrony komptonowskie (od nazwiska
angielskiego fizyka Comptona), i natezenie swiecenia jest proporcjonalne do
dlugosci przebiegu elektronów w osrodku. LM. Frank i LE. Tamm podali
w 1937r. teorie tego zjawiska oparta na klasycznej elektrodynamice. Pokazali
oni, ze mamy tu do czynienia z nowym rodzajem promieniowania, które jest
emitowane w przypadku, gdy czastka naladowana porusza sie w osrodku
z predkoscia wieksza niz predkosc rozchodzenia sie swiatla (a wiec fali
elektromagnetycznej) w tym osrodku. Z podobna sytuacja, w której równiez
zródlo zaburzenia porusza sie w osrodku szybciej niz powodowane przezen
zaburzenie, spotkalismy sie juz w aerodynamice, na przykladzie ruchu ciala
w powietrzu z predkoscia wieksza od predkosci dzwieku (pociski, samoloty
ponaddzwiekowe). Byla o tym mowa w numerze 10/1975 Delty. Sytuacje
wyjasnia rys. 1.
Oznaczmy przezVs predkosc ruchu zródla, a przezv predkosc rozchodzenia sie·
fali. Po uplywie pewnego czasut zródlo fali przemiesci sie zA do B (odcinek
AB = Vs' t), a fala emitowana w punkcieA dojdzie do punktu A' (odcinek
AA' = V· t). Obwiednia wszystkich kolejno emitowanych fal jest stozek, którego
os pokrywa sie z trajektoria zródla, a kat rozwarcia spelnia zaleznosc:

. AA' V· t v
sm CI. = --- = - ...-- = .-- .

AB Vs' t Vs

Przenoszac te rozwazania do przypadku czastki poruszajacej sie z predkoscia
Vs = {Je w osrodku optycznym o wspólczynniku zalamania swiatlan, mamy
v = c/n, sin CI. = l/{Jn. Kat emisji promieniowania wzgledem kierunku ruchu
czastki wynosi {}= 90° - CI., mamy zatem

l
cos {} = -pn'

Wzór ten nosi nazwe wzoru Czerenkowa.
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