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W poprzednim numerze powiedzielismy, ze wzór

(a.x·+ ....+a1x+aO)' = na.x·-1+ ... +a1
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moze posluzyc jakookreslenie pochodnej wielomianu, którego wspólczynniki moga byc elementam
zupelnie dowolnego ciala. Jest to dosc osobliwa sytuacja, ze umiemy rózniczkowac, nie
poruszajac uprzednio kwestii ciaglosci, nie zastanawiajac sie, czy pojeciu ciaglosci mozna nadac
sens i w dowolnym, "abstrakcyjnym", przypadku. "Odwazne" postepowanie formalne i tu
przynosi efekty.
Wiemy, ze funkcja rzeczywistaf: Rm -> R jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazem
zbioru otwartego jest zawsze zbiór otwarty. Zbiory, bedace dopelnieniami otwartych - to zbiory
domkniete. Maja one nastepujace podstawowe wlasnosci:
a) zbiór pusty i cala przestrzen sa zbiorami domknietymi,
b) czesc wspólna zbiorów domknietych jest zbiorem domknietym,
c) suma skonczonej liczby zbiorów domknietych jest zawsze zbiorem domknietym.

Nietrudno przekonac sie, ze podobne wlasnosci maja takze zbiory algebraiczne - to znaczy zbiory,
które mozna opisac ukladem równan wielomianowych. Umówmy sie teraz, ze za zbiory domkniete
bedziemy uwazac tylko zbiory algebraiczne. Zdania a), b) i c) pozostaja zatem prawdziwe przy
nowym rozumieniu pojecia "zbiór domkniety". Zbiór, którego pewne podzbiorynazwalismy

domknietymi i zrobilismy to tak, ze spelnione sa warunki a), b) i c) (zwane aksjomatami
Kuratowskiego), nazywamy przestrzenia topologiczna. Przestrzen, w której domknietymi
nazwalismy zbiory algebraiczne, nazywa sie przestrzenia Zariskiego. W kazdej przestrzeni

topologicznej zbiorami otwartymi nazywamy te zbiory, których dopelnienia sa domkniete.
Funkcjami ciaglymi nazywamy zas te funkcje, dla których przeciwobrazem zbioru otwartego
przeciwdziedziny jest zawsze zbiór otwarty. W przestrzeni Zariskiego funkcje wielomianowe sa
w tym sensie ciagle i oto w pewnym stopniu zrekonstruowalismy mistepne pojecie analizy
matematycznej - ciaglosc.
Topologia Zariskiego oddaje w geometrii algebraicznej nieocenione uslugi: wiele
"algebraicznych" wlasnosci równan da sie sformulowac w terminach topologicznych.
Przykladowo, krzywa opisana równaniemf(x, y) = O "sklada sie z jednego kawalka" (uwaga
dla wyrobionych matematycznie Czytelników: nie mylic ze spójnoscia, tu chodzi
o nieprzywiedlnosc!) wtedy i tylko wtedy, gdyf jest wielomianem nierozkladalnym (np. zbiór
rozwiazan równaniaxy = O sklada sie z dwóch prostych, tylko "zaczepionych" o siebie).
Twierdzenie to jest w calej ogólnosci prawdziwe tylko wtedy, gdy o cieleK (to znaczy o ciele,
z którego czerpiemy wspólczynniki i w którym szukamy rozwiazan) zalozymy, ze jest
algebraicznie domkniete, na przyklad jest cialem wszystkich liczb zespolonych. Cialem
algebraicznie domknietym nazywamy bowiem cialo, w którym kazdy, rózny od stalej, wielomian
f(x) ma pierwiastek.
Najwieksza cena, jaka placimy za mozliwosc efektywnej geometryzacji zupelnie abstrakcyjnych
przypadków, jest wlasnie to, ze niektóre twierdzenia naszej "geometrycznej" teorii nie sa
prawdziwe dla podzbiorów algebraicznych przestrzeni euklidesowejRm (cialo wszystkich liczb
rzeczywistych nie jest bowiem algebraicznie domkniete) i staja sie prawdziwe dopiero wtedy,
gdy przypomnimy sobie o liczbach zespolonych. Czytelnik spotkal sie, byc moze, ze zwrotem:
rozwiazaniem równaniaXZ+yZ = O sa dwie "proste urojone"x + iy = O oraz x - iy = O. Ten
zwrot nabiera sensu dopiero wtedy, gdy przypomnimy sobie o zbiorach algebraicznych
zespolonych. Mimo to mozliwosc stosowania metod geometrycznych w abstrakcyjnej sytuacji
algebraicznej jest ciekawa i wazna, chocby dlatego, ze znajduje zastosowanie w algebrze ogólnej,
ozywiajac nieco "suche" pojecia algebraiczne. Ponadto podobne metody sa bardzo pomocne
w algebraicznej teorii liczb ..
Topologia Zariskiego ma i wady - jest zbyt uboga! Na przyklad wszystkie krzywe (opisane
przez wielomiany nierozkladalne) maja te sama topologie Zariskiego - jedynymi wlasciwymi
podzbiorami domknietymi takich krzywych sa zbiory skonczone, i nie odnieslibysmy wielkich
korzysci, ograniczajac sie do czysto topologicznych rozwazan. Zagadnienie znalezienia bardziej

precyzyjnych metod, czy tez (ciagnac nasze porównanie z poprzedniego numeru) doprowadzenie
pradu analizy matematycznej do geometrii algebraicznej i przystosowanie jej urzadzen do pracy
na prad, zostalo rozwiazane dopiero w polowie lat piecdziesiatych. Decydujacy krok postawil
w 1955 r. jeden z najbardziej znanych dzis matematyków, Francuz Jean-Pierre Serre. Zastosowal
on w abstrakcyjnej geometrii algebraicznej tak zwana teorie snopów. Podstawy tei teorii opracowal
inny matematyk francuski, Leray, w czasie pobytu w niemieckim obozie jenieckim .
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W teorii snopów badamy zbiory (dokladniej: przestrzenie topologiczne) wraz z pewnymi funkcjami
okreslonymi na nich. Nieodróznialne przestrzenie moga stac sie "odróznialne", gdy wlasnosci
przyporzadkowanych im zbiorów funkcji beda rózne. Bedzie to zrozumiale na przykladzie.
Mówilismy, ze topologia kazdych dwu krzywych jest taka sama: z naszego topologicznego
punktu widzenia krzywe sa nieodróznialne. Dotyczy to wiec i "okregu" S, opisanego równaniem
x'+ y' = I i zbioru C o równaniu x3+ y3 = 1.
Niech f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy. Na "okregu" S miedzy funkcjamif i g zachodzi zwiazek
J2-2g-1 = O; zas naCmamyr-3fg-1 = O. Równanie wiazacefi g na S jest inne niz na C,
jest oden niezalezne. Nasuwa sie wniosek: algebraiczne wlasnosci zbiorów funkcji
(wielomianowych) na S i na C sa rózne (mówimy, ze pierscienie zlozone z tych funkcji nie sa
izomorficzne). To wlasnie odróznia nasze dwie "krzywe". Mozemy teraz prawie zupelnie dokladnie

przedstawic pojecie snopa funkcji. NiechX bedzie przestrzenia topologiczna.
Przyporzadkujmy kazdemu zbiorowi otwartemuU w X zbiór (I)(U) zlozony z funkcji ustalonego
typu, okreslonych naU. Przykladem, który dobrze jest miec przed oczami, jestX = R",(I)(U) '=
= zbiór funkcji ciaglych naU.
Zbiory (I)(U), przyporzadkowane róznym zbiorom otwartymU, nie moga byc calkiem dowolne.
Mianowicie, zakladamy, ze

ljeZeliU jest suma zbiorów Ut, zash E (I)(U/) oraz gdy (x E Ul,nU'2 =>h,(x) = h,(x)),
(*) to istnieje jedna i tylko jedna funkcjaf E (1)(U), która po ograniczeniu do kazdego ze

zbiorów Ul, jest równah.
.Gdy warunek ten jest spelniony, mówimy, ze(I) jest snopem naX. Podstawowym obiektem badan
geometrii algebraicznej (a wlasciwie jej "geometrycznej" czesci) sa nie same przestrzenie
Zariskiego, ale te przestrzenie wraz ze snopami funkcji wielomianowych (scislej: funkcji
wymiernych, wszedzie okreslonych) na tych przestrzeniach. Ze zbiorem algebraicznymX wiazemy
mianowicie snop okreslony nastepujaco:CV(U)= zbiór wszystkich funkcji wymiernych
okreslonych naU. Takie funkcje mozna dodawac, odejmowac i mnozyc, ale dzielenie dwóch
funkcji wszedzie okreslonych naU nie musi byc funkcja wszedzie okreslona naU. CV(U) nie jest

wiec cialem, ale nieco ubozsza struktura algebraiczna, zwana pierscieniem. Mozemy
powiedziec, ze(I) jest snopem pierscieni.
Dopiero po opisanym zabiegu (wprowadzeniu snopów funkcji) nasza geometryzacja
abstrakcyjnej "geometrii' jest cos.warta: np. okreslone wyzej krzywe S i C sa nieodróznialne

jako przestrzenie topologiczne Zariskiego, ale maja rózne snopy pierscieniCV •
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Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 133. Dlugosci krawedzi pewnego prostopadloscianu sa kolejnymi liczbami naturalnymi,
dlugosc zas krawedzi pewnego szescianu jest tez liczba naturalna. Udowodnic, ze objetosci tego
prostopadloscianu i szescianu sa rózne.
Rozwiazanie na str. 13
M 134. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnejn istnieje liczba naturalna H(n)<:;; n+4
o tej wlasnosci, ze zbiór{n+ l, n+ 2, ... ,n+ H(n)} zawiera dwa podzbiory, majace równe
iloczyny swoich elementów.
Rozwiazanie na str. 12
M 135. Udowodnic, ze nie istnieja cztery kolejne liczby naturalne, z których kazda jest potega

liczby naturalnej o wykladniku wiekszym od jednosci.
Rozwiazank na str. 12

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI

F 45. Dwie banki mydlane, zanim sie polacza, czesto tworza pokazana na rysunku banke

posrednia z blonka w srodku. Znajac wielkoscirl i r, wyznaczci~ promien krzywiznyrl' blonki
oddzielajacej banki.
Rozwiazanie na str. 15
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