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W poprzednim numerze powiedzieliSmy, ze wzor
(@ex"+ ... +ayx+ag) = ﬂﬂ'ﬂx--l+ ey

moze posluzyé jako okreslenie pochodnej wielomianu, ktérego wspolczynniki moga byé elementam:
zupelnie dowolnego ciata. Jest to do$¢ osobliwa sytuacja, ze umiemy rozniczkowac, nie
poruszajac uprzednio kwestii cigglosci, nie zastanawiajac sig, czy pojeciu ciagloSci mozna nadaé
sens i w dowolnym, ,,abstrakcyjnym”, przypadku. ,,Odwazne’ postgpowanie formalne i tu
przynosi efekty.
Wiemy, ze funkcja rzeczywista f: R™ — R jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobrazem
zbioru otwartego jest zawsze zbior otwarty. Zbiory, bedace dopelnieniami otwartych — to zbiory
domkniete. Maja one nastepujace podstawowe wlasnosci:

a) zbidr pusty i cala przestrzen sa zbiorami domknigtymi,

b) czes¢ wspolna zbioréw domknigtych jest zbiorem domknigtym,

¢) suma skonczonej liczby zbioréw domknigtych jest zawsze zbiorem domknigtym.
Nietrudno przekonad sig, ze podobne wlasnosci majg takze zbiory algebraiczne — to znaczy zbiory,
ktore mozna opisa¢ ukladem rownan wielomianowych. Umowmy si¢ teraz, ze za zbiory domkniete
bedziemy uwazac tylko zbiory algebraiczne. Zdania a), b) i ¢) pozostajg zatem prawdziwe przy
nowym rozumieniu pojecia ,,zbior domknigty™. Zbior, ktorego pewne podzbiory nazwalismy
domknietymi i zrobiliSmy to tak, ze spetnione sa warunki a), b) i ¢) (zwane aksjomatami
Kuratowskiego), nazywamy przestrzenig topologiczna. Przestrzen, w ktorej domknietymi
nazwalismy zbiory algebraiczne, nazywa si¢ przestrzenia Zariskiego. W kazdej przestrzeni
topologicznej zbiorami otwartymi nazywamy te zbiory, ktorych dopelnienia sa domknigte.
Funkcjami ciaglymi nazywamy za$ te funkcje, dla ktorych przeciwobrazem zbioru otwartego
przeciwdziedziny jest zawsze zbior otwarty. W przestrzeni Zariskiego funkcje wielomianowe sa
w tym sensie ciagle i oto w pewnym stopniu zrekonstruowaliémy nastepne pojecie analizy
matematycznej — ciaglosc.
Topologia Zariskiego oddaje w geometrii algebraicznej nieocenione ustugi: wiele
»algebraicznych™ wlasnosci rownan da si¢ sformulowaé¢ w terminach topologicznych.
Przykladowo, krzywa opisana rownaniem f(x, y) = 0 ,,;sklada si¢ z jednego kawalka" (uwaga
dla wyrobionych matematycznie Czytelnikow: nie myli¢ ze spojnoscia, tu chodzi
o nieprzywiedlno$é!) wiedy i tylko wtedy, gdy f jest wielomianem nierozkladalnym (np. zbiér
rozwigzan rownania xy = 0 sklada si¢ z dwoch prostych, tylko ,,zaczepionych™ o siebie).
Twierdzenie to jest w calej ogolnosci prawdziwe tylko wtedy, gdy o ciele K (to znaczy o ciele,
z ktérego czerpiemy wspolczynniki i w ktoérym szukamy rozwigzan) zalozymy, Ze jest
algebraicznie domknigte, na przykiad jest cialem wszystkich liczb zespolonych. Cialem
algebraicznie domknigtym nazywamy bowiem cialo, w ktorym kazdy, rozny od stalej, wiclomian
f(x) ma pierwiastek.
Najwieksza cena, jakg placimy za mozliwos¢ efektywnej geometryzacji zupelnie abstrakcyjnych
przypadkow, jest wlasnie to, ze niektore twierdzenia naszej ,,geometrycznej” teorii nie sa
prawdziwe dla podzbiorow algebraicznych przestrzeni euklidesowej R™ (cialo wszystkich liczb
rzeczywistych nie jest bowiem algebraicznie domknigte) i stajg si¢ prawdziwe dopiero wtedy,
gdy przypomnimy sobie o liczbach zespolonych. Czytelnik spotkat sig, by¢ moze, ze zwrotem:
rozwiazaniem roéwnania x2+ y* = 0 sa dwie ,,proste urojone” x-+iy = 0 oraz x—iy = 0. Ten
zwrot nabiera sensu dopiero wtedy, gdy przypomnimy sobie o zbiorach algebraicznych
zespolonych. Mimo to mozliwosc stosowania metod geometrycznych w abstrakcyjnej sytuacji
algebraicznej jest ciekawa i wazna, chocby dlatego, ze znajduje zastosowanie w algebrze ogolnej,
ozywiajac nicco ,,suche’ pojecia algebraiczne. Ponadto podobne metody sa bardzo pomocne
w algebraicznej teorii liczb. :
Topologia Zariskiego ma i wady — jest zbyt uboga! Na przyklad wszystkie krzywe (opisane
przez wielomiany nierozkladalne) maja te¢ sama topologie Zariskiego — jedynymi wlasciwymi
podzbiorami domknigtymi takich krzywych sg zbiory skoficzone, i nie odniesliby$my wielkich
korzysci, ograniczajgc si¢ do czysto topologicznych rozwazan. Zagadnienie znalezienia bardziej
precyzyjnych metod, czy tez (ciagnac nasze pordwnanie z poprzedniego numeru) doprowadzenie
pradu analizy matematycznej do geometrii algebraicznej i przystosowanie jej urzadzen do pracy
na prad, zostalo rozwiazane dopiero w potowie lat piecdziesigtych. Decydujacy krok postawit
w 1955 r. jeden z najbardziej znanych dzi§ matematykow, Francuz Jean-Pierre Serre. Zastosowat
on w abstrakcyinej geometrii algebraicznej tak zwang teori¢ snopow. Podstawy tej teorii opracowat
inny matematyk francuski, Leray, w czasie pobytu w niemieckim obozie jenieckim.
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W teorii snopéw badamy zbiory (dokladniej: przestrzenie topologiczne) wraz z pewnymi funkcjami
okre$lonymi na nich. Nieodrdznialne przestrzenie moga stac si¢ ,,odroznialne”, gdy wiasnosci
przyporzadkowanych im zbioréw funkcji beda rozne. Bedzie to zrozumiale na przykladzie.
Mowilismy, ze topologia kazdych dwu krzywych jest taka sama: z naszego topologicznego

punktu widzenia krzywe sa nieodréznialne. Dotyczy to wigc i ,,okrggu™ S, opisanego rownaniem
x24 3% = 1 i zbioru C o rownaniu x>+ % = 1.

Niech f(x, ) = x+y, g(x, ¥) = xy. Na ,,okrggu” S migdzy funkcjami fi g zachodzi zwiazek
f*—2g—1 = 0; za§ na C mamy f*—3fg—1 = 0. Rownanie wiazgce fi g na S jest inne niz na C,
jest oden niezalezne. Nasuwa si¢ wniosek: algebraiczne wlasnoéci zbioréw funkcji
(wielomianowych) na § i na C sg rézne (méwimy, Ze pierscienie zlozone z tych funkcji nie sa
izomorficzne). To wlasnie odréznia nasze dwie ,,.krzywe”. Mozemy teraz prawie zupehnie dokladnie
przedstawi¢ pojecie snopa funkcji. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

Przyporzadkujmy kazdemu zbiorowi otwartemu U w X zbior @(U) ztozony z funkcji ustalonego
typu, okreslonych na U. Przykiadem, ktéry dobrze jest mie¢ przed oczami, jest X' = R", O(U) =

= zbidr funkcji ciaglych na U.

Zbiory @(U), przyporzadkowane réiznym zbiorom otwartym U, nie moga by¢ catkiem dowolne.
Mianowicie, zakladamy, ze

to istnieje jedna i tylko jedna funkcja f'e @(U), ktora po ograniczeniu do kazdego ze

Ijeicli U jest suma zbioréw U, za$ f; € 0(U,) oraz gdy (x € U;,nU;, = fi,(x) = fi,(x)),
)
zbioréw Uy, jest rowna f.

Gdy warunek ten jest spelniony, méwimy, ze @ jest snopem na X. Podstawowym obiektem badan
geometrii algebraicznej (a wlasciwie jej ,,geometrycznej” czedci) sa nie same przestrzenie
Zariskiego, ale te przestrzenie wraz ze snopami funkcji wiclomianowych ($cislej: funkcji
wymiernych, wszedzie okre§lonych) na tych przestrzeniach. Ze zbiorem algebraicznym X wigZzemy
mianowicie snop okreslony nastgpujaco: @(U) = zbior wszystkich funkcji wymiernych
okreslonych na U. Takie funkcje mozna dodawaé, odejmowa¢ i mnozy¢, ale dzielenie dwoch
funkcji wszedzie okre$lonych na U nie musi by¢ funkcja wszedzie okreslong na U. @(U) nie jest
wiec cialem, ale nieco ubozsza strukturg algebraiczng, zwana pierscieniem. Mozemy

powiedzie¢, ze ¢ jest snopem pierScieni.

Dopiero po opisanym zabiegu (wprowadzeniu snopow funkcji) nasza geometryzacja
abstrakeyjnej ,,geometrii’ jest co$ warta: np. okreélone wyzej krzywe S i C sa nieodréznialne
jako przestrzenie topologiczne Zariskiego, ale maja rézne snopy pierscieni €.
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Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 133. Dlugosci krawedzi pewnego prostopadloscianu sg kolejnymi liczbami naturalnymi,
dlugo$¢ za$ krawedzi pewnego szescianu jest tez liczba naturalng. Udowodnié, ze objgtosci tego
prostopadloscianu i szedcianu sa réine.

Rozwigzanie na str. 13

M 134. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba naturalna H(n) < n+4

o tej wlasnosci, 7e zbior {n+1, n+2, ..., n+H(n)} zawiera dwa podzbiory, majace rowne
iloczyny swoich elementow.

Rozwigzanie na str. 12

M 135. Udowodnié, 7e nie istniejg cztery kolejne liczby naturalne, z ktorych kazda jest potegg
liczby naturalnej o wykladniku wigkszym od jednosci.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje dr Waldemar GORZKOW SKI

F 45. Dwie banki mydlane, zanim sie polacza, czesto tworzg pokazang na rysunku barke
posrednig z blonka w $rodku. Znajac wielkosci ry i r, wyznaczcie promief krzywizny ry; blonki
oddzielajacej banki.

Rozwiazanie na str. 15
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