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rnergii. Wszystkie wyzsze nie sa trwale, gdyz z emisja fotonu "rozpadaja sie" one, przechodzac
do stanów nizszych. Zgodnie zas z zasadami tejze mechaniki kwantowej, uklad fizyczny
nietrwaly nie moze miec dokladnie okreslonej energii (podobnie jak uklad o okreslonym pedzie
nie moze miec dokladnie okreslonego polozenia), przy czym iloczyn sredniego czasu zycia przez
nieokreslonosc energii jest rzedu stalej Planckali. Dyskretne poziomy energii ulegaja wiec
rozmyciu czy tez poszerzeniu, i ciaglosc zostaje przywrócona. Co prawda nie dotyczy to poziomu
najnizszego, ale tylko w przypadku pojedynczego odosobnionego atomu. W zwyklym gazie,
chocby bardzo rozrzedzonym, przejscia miedzy poziomami energii zachodza nie tylko w wyniku
emisji fotonów, ale tez w wyniku zderzen miedzyatomowych, które powoduja dwukierunkowy
przeplyw energii - od energii kinetycznej ruchu atomów do energii wewnetrznego ruchu
elektronów w poszczególnych atomach i na odwr6t. W rezultacie wszystkie poziomy energetyczne
ulegaja dodatkowemu poszerzeniu. A wiec i tu mamy do czynienia z przebiegami ciaglymi.
Wlasciwie jedyna rzecza naprawde nieciagla w swiecie mechaniki kwantowej jest to, czego w niej
najbardziej nie rozumiemy. Mam na mysli akt pomiaru. Wezmy jako przyklad elektron,
poruszajacy sie z ustalonym pedem, a wiec majacy calkowicie nie ustalone polozenie. Wyobrazmy
sobie teraz, ze na elektronie tym wykonujemy pomiar jego polozenia. W rezultacie sytuacja
skokowo zmieni sie: polozenie elektronu zostanie ustalone, ale jego ped utraci swa dotychczasowa
wartosc, stajac sie wielkoscia mniej lub bardziej nieokreslona, zaleznie od tego, jak dokladnie
okreslilismy polozenie elektronu. W rzeczywistosci akt pomiaru zajmuje jakis czas i tkwi za tym
jakis efekt fizyczny. Nie jest on jednak ujmowany w formalizmie mechaniki kwantowej, co chyba
nalezy uwazac za jej najslabszy punkt od strony pojeciowej.
Uwagi te mozna by jeszcze rozwinac. Wydaje mi sie jednak, ze juz to, co tu zostalo powiedziane,
wystarcza do sformulowania nastepujacych wniosków. Po pierwsze, w fizyce, jak i w kazdej
innej nauce przyrodniczej, tkwi szereg zalozen metodologicznych, nie usprawiedliwionych
metodami uznawanymi za poprawne przez te nauke. Wymienialismy tu wygode, prostote, piekno,
intersubiektywnosc, ogólnosc (wieksza sprawdzalnosc), a liste te mozna by przedluzyc. Zagadnienie
ciaglosci zwraca nam uwage na dodatkowy kapitalny fakt: ze w budowie aparatu pojeciowego
nauki jestesmy takze uwarunkowani charakterem naszego aparatu zmyslowego. Niezaleznie od
zlozonosci formalizmu, gdzies, kiedys przychodzi moment, ze chcemy sobie wyobrazic zjawiska
formalizmem tym opisywane. l tu latwiej przychodzi nam zdecydowac sie na rozwiazania
"wyobrazalne" niz na te, które sa sprzeczne ze struktura naszego umyslui aparatu zmyslowego.
Tak wlasnie postepujemy, przyjmujac ciaglosc za norme. Staralem sie wykazac, ze takie zalozenie
w odniesieniu do przestrzeni i czasu niemal automatycznie pociaga za soba ciaglosc naszego
obrazu zjawisk fizycznych. Pozostaje nieroztrzygniete nieco moze metafizyczne pytanie, czy
"uciaglajaca" natura naszego aparatu zmyslowego jest jakims po prostu ulatwieniem technicznym,
czy tez jest genetycznie dostosowana do prawdziwej, glebokiej ciaglosci natury.

Geometria algebraiczna- Dr Michal SZUREK

-czyli jak poradzic sobie z nieciagloscia w geometrii

W tym artykule zastanawiamy sie, czy mozna oprzec geometrie o tak "nieciagle" zbiory, jak
na przyklad zbiór liczb wymiernych lub zbiór skonczony. Nie beda to rozwazania pod haslem:
co by mozna ... , lecz opis drogi, jaka rzeczywiscie przebyto w matematyce; dokladniej-
w geometrii algebraicznej - jednym z jej starszych dzialów.

l 1. W XVII wieku dokonal sie przelom w geometrii. Francuski matematyk Rene Descartes
(Kartezjusz) odkryl, ze linia prosta moze byc opisana na plaszczyznie równaniem stopnia
pierwszego, a w przestrzeni - ukladem dwóch równan. Dalo to poczatek geometrii analitycznej.
Metoda Kartezjusza umozliwila - w polaczeniu z rozwijanym równolegle rachunkiem
rózniczkowym - badania, które w euklidesowym wydaniu teorii byly trudne a czesto
i niewykonalne. Juz w teorii najprostszych krzywych, jakimi sa stozkowe, wiele zadan da sie
rozwiazac tylko metodami geometrii analitycznej. Przy badaniu bardziej skomplikowanych
krzywych i powierzchni praktycznie poslugujemy sie wylacznie metodami geometrii analitycznej
i analizy matematycznej, wspieranymi wyobraznia przestrzenna. Wszelkie zas metody badawcze
oparte na analizie matematycznej wykorzystuja ciaglosc zbioru liczb rzeczywistych. Na
przyklad takie punkty charakterystyczne krzywej jak ostrza, punkty naglej zmiany krzywizny,
punkty przegiecia, punkty. stycznosci z prostymi - sa okreslane analitycznie, a zatem
wykorzystuja (w ukrytej, lecz istotnej formie) te ciaglosc.
l 2. W 1871 roku niemiecki matematyk Richard Dedekind nazwal cialem kazdy zbiór liczb,
w którym wykonalne sa cztery podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie (dzielenie przez Owykluczamy raz na zawsze). Cialo tworza na przyklad
liczby wymierne, rzeczywiste, zespolone, W wyniku wymienionych dzialan na liczbach
wymiernych (rzeczywistych, zespolonych, ) dostajemy znów liczbe wymierna (rzeczywista,
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"Parabola" y = x2 (czarne kropki) i odcinek
uprostej stycznej" do niej (kropki czerwone)

w punkcie (6, S) na "plaszczyznie" Z; l'

Wykladnik pOI~glnaleiy rozumIec jako
"zwykla" liczbe naturalna (nie w ciele Z,,).
Symbol ka nalezywi~ rozumiec jako

0+ ... +0--
k-razy
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zespolona, ...J. Podane przez Dedekinda okreslenie potem nieco uogólniono i cialem nazwano
dowolny zbiór, w którym okreslone sa dzialaniazwanedodawaniem, mnozeniem, odejmowaniem

i dzieleniem. Postulujemy tylko, by te dzialania mialy podobne (tu wyliczamy, jakie) wlasnosci,
które przysluguja ich adpowiednikom w zbiorach liczbowych. Przykladowo, dzialanie nazwane
mnozeniem ma zawsze byc rozdzielne wzgledem dzialania nazwanego dodawaniem. Cialo moze
miec nawet skonczona liczbe elementów: rozpatrzmy zbiórZ. zlozony z liczb 0, l, ... ,p - l.
O liczbie p zakladamy, ze jest pierwsza. Umówmy sie, ze suma dwu liczb zZ. bedziemy nazywac
reszte z dzielenia ich "zwyklej" sumy przezp. Przykladowo, w Z31 mamy 28+ 7= 4 (nic
dziwnego, ,,35 maj" to ,,4 czerwiec"). Podobnie mnozymy i odejmujemy liczby zZ•. Dzielenie
zas jest dzialaniem odwrotnym do mnozenia. W kazdym ciele mozemy badac i rozwiazywac
równania algebraiczne takie, jak np.ax' + bx+ c = 0, a takze interesowac sie wykresami funkcji
y = ax+b, y = x' i podobnych. Mozemy tez badac zbiory okreslone równaniami
algebraicznymi, np. "okrag"x' +y' = I.

§3. Geometria algebraiczna bada wlasnosci zbiorów, okreslonych równaniami algebraicznymi
(lub ukladami takich równan). Takie zbiory nazywamyalgebraicznymi. Sa nimi na przyklad
wszystkie stozkowe, krzywa otrzymana przez przeciecie dwóch walców, powierzchnia kuli,

paraboloida i powierzchnia torusa. Zbiorami algebraicznymi sa tez proste, plaszczyzny i punkty.
Na swiatowym kongresie matematyków w 1908 roku Henri Poincare zwrócil uwage, ze w badaniu
równan z dwiema niewiadomymi moze byc uzyteczna teoria krzywych algebraicznych. Równanie
z dwiema niewiadomymi moze byc przeciez traktowane jako równanie pewnej krzywej na
plaszczyznie. Ale teoria takich krzywych przyda sie tylko wtedy, gdy interesujemy sie wszystkimi
rozwiazaniami rzeczywistymi lub zespolonymi danych równan - a nie na przyklad tylko
rozwiazaniami wymiernymi, calkowitymi lub pochodzacymi z pewnego abstrakcyjnego ciala.
W tym ostatnim przypadku cale bogactwo geometrii analitycznej, analizy matematycznej czy
geometrii rózniczkowej jesta priori tak samo uzyteczne, jak zarówka, pila elektryczna lub
elektryczna maszynka do golenia w afrykanskim buszu. Aby móc wykorzystac dobrodziejstwa
elektrycznosci, nalezy postarac sie o pradnice, a do tego czasu musimy oswietlac swieczka,
pilowac recznie a golic sie zyletka.
Geometria algebraiczna XIX wieku osiagnela wiele interesujacych wyników, poslugujac sie
..naturalna" geometryczna struktura badanych zbiorów i podpierajac sie w trudniejszych

momentach analiza matematyczna. W chwili, gdy zdano sobie sprawe, ze polem badan moga
i powinny byc zbiory algebraiczne okreslone nad dowolnymi cialami (liczbowymi lub zupelnie
abstrakcyjnymi), zaczeto poszukiwac innych sposobów badania takich zbiorów, bowiem
urzadzenia napedzane pradem dotychczasowej geometrii analitycznej i analizy matematycznej
/dawaly sie bezuzyteczne. Czy mozna bowiem sensownie mówic np. o ciaglosci czy
'llzniczkowalnosci funkcji okreslonych na cialach ~. ?
W 1882 roku Dedekiild i Weber zauwazyli, ze pewne rezultaty teorii krzywych algebraicznych
nie zaleza od ciala, z którego pochodza wspólczynniki równania (równan) opisujacego krzywa.
Przyporzadkowali oni kazdej krzywej cialo funkcji wymiernych, okreslonych na tej krzywej.
Badanie krzywych zostalo sprowadzone do badania ich cial funkcji wymiernych i w ten sposób
teoria krzywych (a wkrótce i cala geometria algebraiczna) stala sie pewnym dzialem algebry
abstrakcyjnej. Od metod "geometrycznych" oddalono sie znacznie, nie mogac ich stosowac
(a raczej: sensownie nasladowac). Dopiero w poczatkach lat piecdziesiatych pojawily sie
propozycje, jak z powrotem "zgeometryzowac geometrie algebraiczna", twórczo symulujac te
pojecia, do których wprowadzenia jest (wydaje sie) niezbedna ciaglosc podstawowego ciala. To
wlasnie chcemy opisac.

§4. Znamy wszyscy wzór na pochodna dowolnego wielomianu:

(a.xn+ ... +al x+ao)' = na.xn-I + ... +a,.

Nasuwa sie mysl: przyjmijmy ten wzór zaokreslenie pochodnej dowolnego wielomianu.

Wspólczynniki jego moga byc elementami zupelnie dowolnego ciala. Nie interesuje nas, czy w tym
ciele pojecie granicy (niezbedne do analitycznego okreslenia pochodnej) ma sens, czy nie. Po
prostu umawiamy sie, ze na przyklad pochodna wielomianuX34+ 14x4+ 7x3+ 5x+ 1
o wspólczynnikach z Z31 jest3x33+25x3+21x'+5. Wiele wzorów rózniczkowania (na przyklad
wzory na pochodna sumy, róznicy i iloczynu) zachowuje prawdziwosc (zadanie dla Czytelników:
jak to mozna prosto udowodnic?). Pojawiaja sie jednak pewne klopoty. Musimy na przyklad
(w niektórych przypadkach) sztucznie odrózniac wielomian(wyrazenie a.xn+ .., +a I x + ao) od
funkcji wiejomianowej (funkcji x ----a.xn+ ... +a,x+ao). Mimo to mozna odniesc wrazenie,
ze oto przed nami prosta droga do przeniesienia pojec i metod analizy matematycznej na
najbardziej nawet abstrakcyjne przypadki (jezeli ograniczyc sie do wielomianów). Przykladowo,
styczna do krzywejy = f(x) w punkcie (xo, Yo)mozemy okreslic jako zbiór rozwiazan równania

y = Yo+(x-xo)f'(x),

nasladujac tym "zwykle" pojecie stycznej. Rysunek pokazuje "prosta styczna" do "paraboli"
y = x' w punkcie (6, 5) "plaszczyzny" Zl I' Nie wszystko da sie jednak tak gladko
sformalizowac. Co gorsze, czesto taka formalizacja jest mozliwa, ale niczemu nie sluzy. Napiszemy
o tym w nastepnym numerze.
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