Czego nie byloby w topologii bez aksjomatu cigglosci?

Kwadrat punktu = jest to iloczyn skalarny
£z, tzn. jest to suma kwadratow
wspolrzednych punktu z.

Ogdlnie, iloczyn skalarny:

Xoy = (x4, X3, %3)" a2 ¥a) =

= Xyt P+ XVt Xa¥a

Topologia (por. artykul M. Skwarczyfiskiego)
w przestrzeni (R3, ¢) (jak w kazdej
przestrzeni metrycznej) wyznaczona jest

prrez kule otwarte, tj. zhiorami otwartymi

54 sumy takich kul.

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Jestesmy przyzwyczajeni utozsamiaé otaczajgca nas przestrzen z tréjwymiarows przestrzenia
kartezjariska #° nad cialem liczb rzeczywistych #, tzn. traktowac punkt jako trojke
uporzadkowang liczb rzeczywistych (x,, x;, x3), a odleglos¢ dwoch takich punktéow (x;, x3, x3),
(¥y, ¥, ¥s) mierzy¢ wedlug wzoru Kartezjusza
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Nasuwa si¢ pytanie, czy musimy mie¢ do dyspozycji wszystkie liczby rzeczywiste, czy nie mozemy
gospodarowac oszczedniej”?
Wazne jest, zeby zbior liczb, ktorymi si¢ postugujemy, F, zawieral 01 1 i zeby bylo w nim
wykonalne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. To znaczy chcemy, by struktura
F = (F, 0,1, +, -) byla cialem. Czy moze to by¢ np. najmniejsze cialo liczbowe zawarte
w ciele liczb rzeczywistych, tzn. cialo liczb wymiernych? Wida¢, ze nie moglibysmy wtedy mierzyé
odleglosci dowolnych dwéch punktow, bo np. odlegltos¢ punktu (1, 1, 1) od (0, 0, 0) jest liczbg
niewymierng. A wigc dla celow geometrii metrycznej istotna jest wykonalnos¢ pierwiastkowania
sumy kwadratow, tj. cialo & powinno by¢ pitagorejskie. Zazadamy wigcej: aby # bylo
euklidesowe, tzn. aby bylo w nim wykonalne pierwiastkowanie dowolnej liczby nieujemnej.
W tytule tego artykulu mowa jest o topologii. Chodzi wige o to, czy zastapienie ciala # przez
dowolne cialo euklidesowe & wplynie na wlasnosci topologiczne przestrzeni. Okazuje sig, e tak.
W twierdzeniach topologicznych istotng rolg odgrywa wlasnos¢ ciala uporzadkowanego (R, <)
zwana ciagloécia (lub zupelnoscig) porzadku < (nie myli¢ z pojeciem ciaglosci funkcji!!'). Moina
ja opisa¢ tak:
Jezeli zbior R podzielimy na dwa niepuste rozlgczne podzbiory A, B tak, by
a < b dla kaidego ae A, be B,
to istnieje liczba x € R, ktdra spelnia nierownosc
asx<b

o((xs, x2, x3), (y1, ¥2, ¥3)) = l/i:f—y-i’ =

dla kaidego a< A, b€ B.
Zdanie to, zwane aksjomatem cigglosci, mowi, ze w zbiorze R ,,nie ma luk”.
Zeby zda¢ sobie sprawe z tego, co tracimy w topologii przestrzeni kartezjanskiej zastepujac ciato
liczb rzeczywistych uporzgdkowane w sposob ciagly dowolnym cialem euklidesowym &,
przytoczymy dwa twierdzenia o przestrzeni #° i zastanowimy sig, czy mozna je uogdlni¢ na F*.
Ustalmy terminologi¢ i oznaczenia.
Niech 0 = (0, 0, 0). Niech K bedzie kula jednostkowa w przestrzeni 5.
K} = {x=(x, %3, X3)eFip(x,0) < 1}
Sfera jednostkowa w przestrzeni % * bedziemy nazywac zbior
SL = {x = (x;,x2,x3) € F3:ip(x,0) = 1}.

W szczegdlnodci, jesli & = @, otrzymujemy zwyklg trojwymiarowg kulg i jej brzeg —
dwuwymiarows sfere.
Niech K*=K3% i §* = 5.
Twierdzenie | — o punkcie stalym (L. E. J. Brouwer):
Dla kazdej funkcji ciaglej

K- K?
istnieje punkt staly, tj. taki punkt xo € K3, dla ktorego

f(xo) = xo.
Twierdzenie 2 — o tym, Ze sfera nie jest retraktem kuli (K. Borsuk):
Nie istnieje funkcja ciggla

riK*— §?
spelniajgca warunek

r(x) = x  dla kaidego x € §*

(tj. nie istnieje retrakcjo kuli K* na strefe 5%).

Zadne z tych dwu twierdzen nie da si¢ uog6lni¢ na przestrzen kartezjanska nad dowolnym

ciatem euklidesowym #, tzn. nie mozna w tych twierdzeniach zastapi¢ K przez K3 i §* przez 5.
Zeby tego dowiesé, wystarczy wskazad takie cialo euklidesowe #, dla ktorego zachodza
nastepujace dwa twierdzenia

I'wierdzenie 1%. Istnieje funkcja ciggla

fiK3~ K}
nez punkiu stalego, 1j. speiniajgca warunek
f(x) # x dla kaidego x € K.
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Punkt o jest punkiem skupienia praestrzem A,

jeili w dowolnej kuli o srodku x istnicje
punkt x* # x.

Dwie priestrzenie s homeomorficzne, jezeli
istnieje homeomerfizm jednej z nich na drugs
{por. art. M. Skwarczynskicgo).

I'wierdzenie 2*. Sfera 5% jest retraktem kuli K}, tzn. istnieje funkcja ciggla
ri K3 - S
\pelniajgca warunek
r(x) = x dlaxeS5.
Niech # bedzie cialem liczb algebraicznych rzeczywistych. Mozna wykazaé, ze nie spelnia ono
uksjomatu ciaglodci. Jest to ciato euklidesows przeliczalne, a wige zbior #° jest réwniez
przeliczalny.
Czytelnik z tatwoscia sprawdzi, ze zarowno przestrzen K3, jak i przestrzen F (z metryka
kartezjanska) sa w sobie ggste, tzn, nie majg punktow izolowanych — kazdy punkt jest punktem
skupienia.
Ot6z wiadomo, 7e kazde dwie przestrzenie przeliczalne w sobie ggste s3 homeomorficzne,
a zatem mamy
Lemat 1. Przestrzenie K3 i F sq homeomorficzne.
Dowdd Twierdzenia 1°. Na mocy Lematu istnieje homeomorfizm
h: Kg - F.
Niech g: F — F bedzie przesunigciem o 1:
glx) =x+1 dla xeF.
Wezmy pod uwage funkcje
f=h"gh:K3 - K}.
Funkcja [ jest ciagla, jako superpozycja (zlozenie) funkcji ciaglych. Gdyby jakis punkt x,
byl punktem statym funkcji f, to punkt yo = h(x,) bytby punktem stalym funkcji g, bo
g{yo) = ghlxo) = bf(xg) = hixg) = yo.

Ale funkcja g nie ma punktow stalych. A wige ftez nie ma punktow stalych, co konczy dowod.
Dowod Twierdzenia 2%. Na mocy Twierdzenia 1° istnieje funkcja cigglia

[ K5 - K5
bez punktu stalego. Przy jej pomocy skonstruujemy retrakcig r kuli na sfere,

r: K3 — Si. ;
Weimy dowolny punkt x € K. Poniewaz f(x) # x, wigc punkty x i f(x) wyznaczaja polprosta
wF

Lg(x) = {x+(f(x)=x):teF p 1< 0}

(Zauwazmy, ze polprosta ta nie przechodzi przez f(x).)
Pokazemy, ze polprosta L (x) przecina sfere¢ S§ w jednym punkcie, tzn. w zbiorze F istnieje
dokiadnie jedna liczba r < 0, dla ktorej

(1) x+1(f(x)—x) e S3.
Warunek (1) rownowazny jest warunkowi
(2) o0, x+r- (flx)—x)) = 1,

ktory mozna (przyjmujac y = f(x)) zapisaé w postaci

(x+t(y—x)* = 1.
Stosujac prawo rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgledern dodawania punktow, otrzymujemy
stad rownanie kwadratowe wzgledem 1;
=P+ 2 x-(y—x)+{x*—1) = 0.
Moina obliczy¢, ze rownanie to ma wyroznik A, dodatni, oraz ze z dwoch jego pierwiastkow
rzeczywistych dokladnie jeden jest niewigkszy od 0. Ten pierwiastek ma postac

e =x" {x—y)— 3 l} /i

wige -— jak latwo sprawdzi¢ — wyraza si¢ w zaleznoscl od wspdirzednych punktéw x i fix) za
pomocy dziatan, kiore nie wyprowadzaja poza zbior . Zatem ¢, € F.
Wartosc< funkcii r w punkcie x okreslamy jako ten jedyny punkt wspolny polprostej La(x)
i sfery §%:

r(x) = x+1; - (flx)—x).
Tak zdefiniowana funkcja

i K _;- % S_é;
jest ciggla, oraz spelnia warunek
rix) =x dlaxeS;,
poniewaz
XeS } =ty =0,

A wige r jest retrakcia kuli K2 na sferg S, co koficzy dowod Twierdzenia 2°.
Warto wspomnied, Ze zardwno Twierdzenia 1 1 2, jak Twierdzenia 1® 1 2 przenoszg si¢ na kule
n-wymiarowa i sferg (n— 1)-wymiarowa w przestrzeni a-wymiarowej (dla dowolnego n = 2).



