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okolica miejscowosci Z

Tytul tego artykulu jest zapozyczony z laciny. Slowocontinuum oznacza twór polozony
w przestrzeni, rozposcierajacy sie bez przerw, zlozony z czesci zlaczonych ze soba w jedna calosc.
Spróbujemy zastapic to okreslenie definicja matematyczna. W tym celu sformalizujemy nasze
intuicje zwiazane z pojeciem przestrzeni.
Punktem wyjscia dla naszych rozwazan jest anaiogia geograficzna, w której plaszczyzna mapy
odgrywa role przestrzeni dwuwymiarowej. Rozwazmy dowolna miejscowoscZ oraz pewna
okolice tej miejscowosci. Obrazem miejscowosciZ na mapie jest punkt, który w dalszym ciagu
bedziemy oznaczac literaz, a obrazem okolicy jest pewna figura plaska zawierajaca punktz.
Dwie rózne osoby beda mialy z reguly odmienne zdania w kwestii, jakie tereny skladaja sie na
okolice miejscowosci Z i w zwiazku z tym wskaza na mapie dwie rózne figury plaskie. Zawsze

jednak wskazana figura bedzie zawierac jakies kolo o srodku w punkciez, por. rys. la i Ib.
Niech teraz .fF bedzie dowolna figura plaska, az dowolnym punktem plaszczyzny. Jezeli
figure.fF mozna uwazac za "okolice" punktuz, lub mówiac bardziej precyzyjnie, jesli figura .fF
zawiera pewne kolo o srodku w punkciez, to punkt z nazywa siewewnetrznympunktem tej
figury. Figura, która sklada sie wylacznie z punktów wewnetrznych, nazywa siezbiorem
otwartym. Dla przykladu, pólplaszczyzna rozwazana bez ograniczajacej linii prostej jest zbiorem
otwartym, podczas gdy pólplaszczyzna uzupelniona ograniczajaca linia juz zbiorem otwartym
nie jest, por. rys. 2a i 2b.
Przykladem zbioru otwartego jest równiez kolo otwarte, tj. kolo rozwazane bez ograniczajacego
okregu. Zauwazmy, ze rodzina zlozona z wszystkich kól otwartych pokrywa cala plaszczyzne,
oraz ze dwa kola otwarte zawierajace punktz zawieraja wraz z tym punktem pewne kolo
l)twarte, por. rys. 3.
Jest interesujace, ze intuicje odnoszace sie do plaszczyzny sa przydatne równiez przy badaniu
dowolnego "abstrakcyjnego" zbioruX, pod warunkiem, ze w zbiorzeX zostaly wyróznione
podzbiory zwaneotoczeniami, a rodzina e zlozona z wszystkich otoczen ma wlasnosci
analogiczne do wlasnosci rodziny zlozonej z wszystkich kól otwartych na plaszczyztlie. Mówiac
dokladniej, zakladamy, ze rodzinaema nastepujace wlasnosci
i. kazdy punkt z E X nalezy do pewnego otoczeniaU E e,
H. jezeli punkt z E X nalezy do otoczeniaU E e, oraz do otoczeniaV E e, to istnieje otoczenie

W E e takie, zez E W c U Il V.
Jezeli punkt z nalezy do otoczeniaU, to mówimy, zeU jest otoczeniem punktu z.Jesli zbiór
G c X wraz z punktem z zawiera pewne otoczenie punktuz, to mówimy, zez jest wewnetrznym
punktem zbioru G. Zbiór G, który sklada sie wylacznie z punktów wewnetrznych, nazywa sie
:biorem otwartym w X. Rodzina T zlozona z wszystkich zbiorów otwartych wX nazywa sie
topologia zbioru X, okreslona przez rodzine otoczene. Zbiór X z ustalona topologia nazywa sie
przestrzenia topologiczna.Jezeli kazde dwa rózne punkty przestrzeni topologicznejX maja
rozlaczne otoczenia (por. rys. 4), to mówimy, zeX jest przestrzenia topologiczna Hausdorffa.
Oto kilka najprostszych przykladów przestrzeni Hausdorffa: linia prosta z topologia okreslona
przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich odcinków otwartych; plaszczyzna z topologia
okreslona przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich kól otwartych; przestrzen trójwymiarowa
z topologia okreslona przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich kul (punkty ograniczajacej
sfery nie sa zaliczane do punktów kuli).
W kazdej przestrzeni topologicznejX rodzina zlozona z wszystkich zbiorów otwartych ma
nastepujace wlasnosci, wynikajace natychmiast z wlasnosci rodziny otoczen
j . zbiór pusty 0 i zbiór X sa otwarte
jj . czesc wspólna dwu zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym
jjj. suma kazdej liczby zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym.
Zauwazmy, ze w kazdym podzbiorzeE przestrzeni topologicznejX mozna w naturalny sposób
wyróznic pewna rodzine otoczen. W istocie, jesliejest rodzina otoczen w przestrzeniX, to
rodzina eE zlozona z wszystkich zbiorÓw postaciU Il E, gdzie U Ee,ma wlasnosci rodziny
otoczen w zbiorzeE. Tak wiec podzbiór przestrzeni topologicznej sam jest przestrzenia

topologiczna. Mozna wykazac, ze kazdy zbiór otwarty wE ma postacG Il E, gdzie G jest
pewnym zbiorem otwartym wX.
W szczególnym przypadku, gdyX jest przestrzenia trójwymiarowa, aSsfera polozona w tej
przestrzeni, rodzina otoczen w przestrzeniX sklada sie z kul, a rodzina otoczen na sferzeS
sklada sie z czasz sferycznych, por. rys. 5.
Przy badaniu przestrzeni topologicznych wazna role odgrywaja funkcje okreslone w przestrzeni
topologicznej i przyjmujace wartosci w przestrzeni topologicznej, lub jak mówimy, odwzorowania
przestrzeni topologicznych. NiechX bedzie przestrzenia z topologiaet i niech Y bedzie
przestrzenia z topologiap. Mówimy, ze odwzorowanie

f:X-+Y

jest ciagle w punkcie zE X, jezeli dla kazdego otoczeniaV punktu f(z) w przestrzeni Y mozna
znalezc otoczenieU punktu z w przestrzeni X, o tej wlasnosci, ze kazdy punktx E U jest
odwzorowany napunktf(x) nalezacy do otoczeniaV. WlasnoSC te mozna równiez sformulowac
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bardziej pogladowo, stwierdzajac ze punktf(x) jest bliski punktowi f(z), jesli tylko punkt x
jest bliski punktowi z. Mówimy, ze odwzorowanief jest ciagle jezeli jest ciagle w kazdYql
punkcie z E X. Czytelnik sprawdzi z latwoscia, ze odwzorowanief jest ciagle wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego zbioru G otwartego wY jego przeciwobrazf-' (G) zdefiniowany wzorem

f-'(G)= {XEX: f(X)EG}

jest zbiorem otwartym wX.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. NiechX bedzie sferaSz usunietym biegunem pólnocnymP
i niech Y bedzie plaszczyzna równika, por. rys. 6.

Kazdemu punktowi x E X mozemy przyporzadkowac punktf(x), w którym prosta wyznaczona
przez punkty x i P przecina pla~zczyzneY. Nietrudno zauwazyc, zef jest odwzorowaniem
ciaglym. Mozna stwierdzic wiecej, a mianowicie zef jest wzajemnie jednoznacznym
odwzorowaniem ciaglym, majacym ciagle odwzorowanie odwrotne. Takie odwzorowania
nazywamy homeomorfizmami. Jezeli istnieje homeomorfizmf: x .....•Y, to mówimy, ze
przestrzenie Xi Y sa homeomorficzne.W tym przypadku zbiórf-I (G) jest otwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiór G jest otwarty. Wynika stad, ze przestrzenie homeomorficzne maja takie same
wlasnosci topologiczne.

Z kolei rozwazmy otwarty pierscienY polozony na plaszczyznie, oraz powierzchnieX
w ksztalcie obustronnie nieskonczonego slimaka, lezaca nad pierscieniemY, por. rys. 7a.
Kazdemu punktowi x E X przyporzadkowujemy jego rzutf(x) na pierscien Y. Zwrócmy uwage
na nastepujaca wlasnosc odwzorowaniaf Kazdy punkt y E Y ma takie otoczenieV, ze
przeciwobrazf-'(V)jest suma parami rozlacznych zbiorów otwartych, przy czym jesliU jest
jakimkolwiek z tych zbiorów, to odwzorowanie

f: U .....•V

Rys.7l'o

Rys.81l

jest homeomorfizmem. Odwzorowanief o powyzszej wlasnosci nazywa sie nakryciem. Kazde
nakrycie jest przykladem odwzorowania ciaglego. Przyklad odwzorowania ciaglego, które nie
jest nakryciem, zostal przedstawiony na rys. 7b.

Odwzorowanie ciaglef: <a,b) .....•X odcinka w przestrzen topologicznaX nazywa siekrzywa
w tej przestrzeni. Jest to nic innego, jak "opis podrózy" po przestrzeniX w czasie oda do b.

Tak wiec, jesli w okresie czasu oda do b bedziemy mazac olówkiem po kartce papieru, nie
odrywajac ostrza od kartki, to okreslimy pewna krzywa plaska. Powstaly przy tej okazji rysunek
nazywa sieobrazem krzywej.Rozwazmy punkt A nie nalezacy do obrazu zamknietej krzywejf
Liczba okreslajaca, ile razy krzywaf obiega punkt A, nazywa sieindeksem punktu A wzgledem
krzywej f Rysunki 8a i 8b przedstawiaja obrazy krzywych plaskich, których indeks wzgledem
punktu O wynosi odpowiednio l iO. (Strzalka odnosi sie do krzywej, a nie do obrazu!)
Ciagle odwzorowanie prostokataf: <a, b) x <0, l) .....•X pozwala okreslic rodzine krzywych
(,: <a,b) .....•X danych wzorami/.(t) = f(t, s). Zalózmy, ze wszystkie te krzywe zaczynaja
i koncza sie w tym samym punkcieP, por. rys. 9.

~ Mozemy uwazac, ze rodzina/. opisuje proces, w którymkrzywafo pozostajac w przestrzeniX
zostaje zdeformowana do krzywejf, . Mówimy, ze krzywefo i f, sa homotopijne w przestrzeni X.

. ,Aby blizej omówic to pojecie, wyróznimy pewna klase przestrzeni topologicznych. Mówimy, ze
p to przestrzen topologicznaX jest spójna, jesli nie istnieja zbiory U i V otwarte wX, niepuste,

rozlaczne i takie, zeX = U u V. W szczególnosci zbiórE c X jest spójny wtedy, gdy nie
istnieja zbiory U i V otwarte wX, dla których

U n E # 0, V n E # 0, U n E n V = 0 oraz E c U u V.

Mozna latwo zauwazyc,Zl: kazdy spójny podzbiórE osi liczbowej musi byc przedzialem.
Wystarczy w tym celu pokazac, ze jeslia E E, b E E oraz a < c < b, to c E E. Rozumujac nie
wprost przypuscmy, zec rt E i polózmy U = (- 00, c), V = (c, (0). Wówczas E c U u V,
aE U n E, b E V n E oraz U n V n E = 0, a wiec E nie jest zbiorem spójnym. Na odwrót,
wykorzystujac tzw. aksjomat ciaglosci dla zbioruR liczb rzeczywistych mozna udowodnic, ze
kazdy przedzial jest zbiorem spójnym.

Bezposrednio z definicji spójnosci wynika, ze przy przeksztalceniu ciaglym obraz przestrzeni
spójnej jest spójny. W szczególnosci obraz kazdej krzywej jest zbiorem spójnym. Innym
natychmiastowym wnioskiem z definicji zbioru spójnego jest twierdzenie, ze suma dowolnej
liczby spójnych zbiorów wX, zawierajacych wspólny punktP, jest spójnym zbiorem wX. Suma
wszystkich spójnych podzbiorów przestrzeniX, do których nalezy punktP (tj. najwiekszy zbiór
spójny, do którego nalezy ten punkt), nazywa sieskladowa tej przestrzeni wyznaczona przez
punkt P. Czytelnik zechce przekonac sie, ze zbiór otwarty na plaszczyznie jest spójny wtedy
i tylko wtedy, gdy kazde dwa punktyP, Q mozna polaczyc krzywa w tym zbiorze, oraz ze kazda
skladowa otwartego zbioru na plaszczyznie jest zbiorem otwartym. Kazda przestrzen
topologiczna jest suma swoich parami rozlacznych skladowych.
Jezelifo i f, sa krzywymi homotopijnymi w plaszczyznie bez punktuA, to indeks krzywej /.
wzgledem A jest ciagla funkcja zmiennejs w przedziale <0, l) i wobec tego zbiór wszystkich
wartosci tej funkcji jest przedzialem. Z drugiej strony indeks przyjmuje tylko wartosci calkowite,
a wiec rozwazany zbiór wartosci musi skladac sie tylko z jednego punktu. Wynika stad, ze
krzywe przedstawione na rys. 8a i 8b nie sa homotopijne w plaszczyznie z usunietym punktemO.
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Rozwazmy teraz dowolny zbiór otwarty i spójny Y na plaszczyznie (czyli obszar). Jezeli kazda
zamknieta krzywa w Yo poczatku w punkcieP jest homotopijna w Y z krzywa stala (jest
sciagalna do punktuP), to mówimy, zey jest obszarem jednospójnym. Prawdziwe (i wazne)
jest nastepujacetwierdzenie o monodromii,charakteryzujace obszary jednospójne:
Na to, aby obszar Y byl jednospójny, potrzeba i wystarcza, aby kazde nakrycie odwzorowujace
dowolna przestrzen spójnaX na Y bylo odwzorowaniem róznowartosciowym.
Inna wazna klase przestrzeni topologicznych tworzaprzestrzenie zwarte.Mówimy, ze przestrzen
topologiczna X jest zwarta, jesli dla kazdej rodziny<fi zlozonej z otwartych zbiorów wX i takiej,
ze suma wszystkich zbiorów tej rodziny równa jestX, istnieje skonczona liczba takich zbiorów

Ul E <fi (i = 1,2, ... ,k), ze X c Ul V U2 ••• V Uk. Podzbiór E dowolnej przestrzeni topologicznej
X jest zwarty, jesli dla kazdej rodziny<fi zlozonej z otwartych zbiorów wX, takiej zeE zawiera
sie w sumie zbiorów tej rodziny istnieje skonczona liczba takich zbiorówUl E <fi (i = 1,2, ... ,k),
zeEc Ul v ...V Uk.

Mówimy, ze E jest domknietym podzbiorem przestrzeni topologicznejX, jezeli zbiór X,,",,-E jest
otwarty. Udowodnimy, ze jezeliX jest przestrzenia Hausdorffa, to kazdy jej podzbiór zwartyX

jest domkniety. Rozwazmy dowolny punktz E X"-.E. Dla kazdego x E E mozna na mocy
zalozenia znalezc rozlaczne otoczeniaU", i V., takie zex E U"" oraz z E V•. Zbiór E jest zwarty
i jest pokryty przez rodzine<fi = {U"" X E E}. Istnieje wiec skonczona liczba takich otoczenU", ,

x, E E (i = 1,2, ... ,k), ze E c U"'l V U"'2 V .. , V U"'k' Niech V bedzie otoczeniem punktuz I
zawartym w zbiorze otwartym V"'l n V"'2 n ...n V"'k' Oczywiscie z E V c X"-.E, a wiec z jest
wewnetrznym punktem zbioruX,,",,-E, co konczy dowód.
Zauwazmy, ze os liczbowaR nie jest zbiorem zwartym, gdyz mozna ja pokryc nieskonczona
rodzina otwartych przedzialówU,j +2) (j calkowite), podczas gdy zadna skonczona ilosc tych
przedzialów nie pokrywaR. To samo rozumowanie pokazuje, ze kazdy zwarty zbiór na prostej
jest zbiorem ograniczonym. Mozna udowodnic (ale nie bedziemy tego robic), ze podzbiór linii
prostej jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony. To samo
twierdzenie pozostaje prawdziwe dla podzbiorów plaszczyzny, a takze dla podzbiorów przestrzeni
trójwymiarowej.
PowrÓCmy teraz do zagadnienia postawionego na wstepie i zastanówmy sie, jakie podzbiory
zasluguja na nazwecontinuum. Niewatpliwie na nazwe te zasluguje odcinek domkniety na
prostej, por. rys. 10.
Jak widzielismy, podzbiór prostej jest odcinkiem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbiorem zwartym i spójnym. Bedziemy wiec w zgodzie z intuicja, jesli te wlasnosci topologiczne
przyjmiemy za podstawe naszej definicji. Tak wiec przezcontinuum bedziemy rozumiec dowolna
przestrzen topologiczna zwarta i spójna. Aby ocenic przydatnosc tej definicji, zapoznamy sie
z przykladami continuów polozonych na sferze.
Zauwazmy przede wszystkim, ze sfera S jest zwarta przestrzenia Hausdorffa. Rzeczywiscie,
poludniowa hemisfera wraz z równikiem jest zwarta, gdyz jest homeomorficzna z kolem
domknietym na plaszczyznie (por. rys. 6). Poniewaz suma dwu zwartych podzbiorów
przestrzeni jest, jak latwo sprawdzic, zbiorem zwartym, wiec sfera jest zwarta jako suma dwu
hemisfer.

Czytelnik sprawdzi z latwoscia, ze kazdy domkniety podzbiór przestrzeni zwartej jest zbiorem
zwartym. Wynika stad, ze podzbiórK c S jest zwarty wtedy i tylko' wtedy, gdy jest domkniety,
oraz ze podzbiór K c S jest continuum wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i spójny.
Zalózmy, zeK c S jest zbiorem domknietym. Mozna udowodnic (ale dowód jest bardzo
trudny), ze zbiórK jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda skladowa otwartego zbioruS"-.K
jest homeomorficzna z obszarem jednospójnym. W szczególnym przypadku, gdyK jest krzywa
Jordana (tj. homeomorficznym obrazem okregu), ma miejsce twierdzenie Jordana, które mówi,

ze zbiór S"-.K ma dokladnie dwie skladowe.
Powyzsze twierdzenia naleza do dziedziny matematyki zwanej topologia plaszczyzny
(a wlasciwie sfery). Tematyka ta byla bardzo bliska twórcom polskiej szkoly matematycznej.

Czytelnik blizej zainteresowany przedstawionymi tu zagadnieniami powinien siegnac po
oryginalne prace Zygmunta Janiszewskiego(1888-1920) i jego wspólpracowników.
Na zakonczenie dodajmy, ze na powierzchniach innych niz sfera wlasnosci continuów sa zgola
09mienne. I tak na przyklad krzywa Jordana na ogól nie rozcina wstegi Mobiusa (rys. lla)
ani torusa (rys.11b). Co wiecej, dopeh1ienie krzywej Jordana na rys.11b jest homeomorficzne
z pierscieniem na plaszczyznie, a obszar ten nie jest jednospójny.
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