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Odwzorowania Peany, czyli o rozcinaniu
a potem sklejaniu kwadratow i trojkatow

Prof. dr Jerzy MIODUSZEWSKI

Jeéli z odcinka (z koricami) usuna¢ ze érodka przedzial (bez koricéw) tak, e
zostaja dwa odcinki, a potem z tych odcinkéw tak samo usuna¢ ze §rodka po
przedziale, to post¢pujac tak dale_} otrzymamy jako pozostalo.‘;é zbidr Cantora,
ktéry lezac na prostej, bedac jej podzbiorem domknigtym i majac tylezZ punktéw
co prosta, nie zawiera juz zadnego przedziatu.

*

Jeéli odcinek ma diugosé 1 i usuwamy stale z kazdego pozostawionego odcinka
przedzial o dlugosci 1/3 tego odcinka, to usuniemy zbiér o dhugosei (1/3)- (1+
+2/3+(2/3)*+ ...) = 1. Pozostalos¢, tj. zbiér Cantora, ma wtedy dlugos¢

— a dokladniej miarg 0. MoZna wszakze zrobi¢ tak, aby ta pozostalo§¢ miala
dlugoéé dodatnia, usuwajac (zawsze ze §rodka) przedzialy o dlugoéci mniejszej.

*

Pomys$lmy postgpowanie przywracajace p:erwotny stan rzeczy: konce kaZdego
z usunigtych przedzialéw sklejamy ze sobg i powstaje znéw odcinek,
Zobaczmy calg rzecz Jeszczc raz inaczej.
Odcinek tniemy na pét i wtedy rozpada si¢ on na dwa odcinki (skad$ przybyl jeden
koniec). Potem kazdy z tych odcinkéw tniemy znéw na pél, i postepujac tak dalej
dostajemy zbiér Cantora, z ktérego sklejajac na powrét po dwa punkty w dokonanych
rozcieciach dostajemy znéw odcinek.
Opisaliémy w skroécie rzecz znang od czaséw Cantora i uwazZang zawsze za
paradoksalng, Ze ze zbioru Cantora, jak wida¢ doéé¢ szczuplego, mozna dostaé
caly odcinek przez odwzorowanie ciggle, nie sklejajace wigcej niz po dwa punkty.

*

Odstepstwa od §cisloéci matematycznej sa tu mimo pozoréw (cigcie, sklejanie etc.)
niewielkie. Najwigksze sa w drugim opisie, kiedy twierdzimy, Zze w wyniku
polowienia odcinkéw powstaje zbiér Cantora, ten sam co w pierwszym opisie.
Usciélenie jest mozliwe, ale nie bedziemy go robi¢, bo ten drugi opis byl dany
jedynie dla pogladowosci. Zreszta, wywdd matematyczny, jeéli jest absolutnie
$cisly, trwa nieskonczenie dlugo: herezja, ale te nie powstajg bez dogmatéw.

*
To o czym byla mowa, ma by¢ wprawka do tego, co bedzie robione dalej juz
o jeden wymiar wyzej.

*
W kwadracie plaskim robimy dwa wciecia, z géry i z dohu, tak aby
powstata flg‘ura w ksztalcie litery N jak na rys. 2 u gory. Brzegi wcigé zaliczamy
do figury, wiec figura si¢ nie rozpada: jest spojna, jak si¢ méwi. Ponacma_]my
w podobny sposob powstale trzy paski, robiac tym razem jednak nie wmccm
pionowe, lecz poziome. Powstala figura jest spdjna i jest rezultatem pierwszego
kroku konstrukcji, ktéra przeprowadzamy; patrz rys. 2 u dotu. Te figur¢ mozna
tez sobie wyobrazi¢ jako lancuch réwnoleglobokdw stykajacych sig wierzcholtkami,
ktore w jednym réwnolegloboku leza naprzeciw siebie. Réwnoleglobokéw jest 9,
a Srednica kazdego z nich jest (patrzmy na kwadrat w $rodku o boku réwnym
polowie boku wyjsciowego kwadratu i zawierajacy piaty z kolei réwnoleglobok)
mniejsza niz polowa §rednicy wyjsciowego kwadratu. A oto inna, bardziej
schematyczna, ilustracja powstalej figury: jako girlandy prostokatdw.
Srednicy zbioru nazywa sig kres gorny odleglodci migdzy parami punkitébw tego zbioru:

d(4d) = max p(x,y).
xyeAd

Srednicy réwnolegloboku jest wige dlugoéé wigkszej jego prrekainei.

W drugim kroku robimy kolejno z réwnoleglobokami, poczawszy np. od lewego
dolnego, to, co robili§my w pierwszym kroku z calym kwadratem. Powstaje
lanicuch 81 réwnoleglobokéw o $rednicach mniejszych niz 1/4 §rednicy wyjsciowego
kwadratu, utozonych w girlande w ten sposéb co poprzednio.

Postepujac tak dalej, dostajemy jako pozostatoéé figure bedaca obrazem ciagltym

i wzajemnie jednoznacznym odcinka prostej. Takie figury nazywane sg tukami.
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Przy tej dokladnoéci, z jaka rozpatruje figury geometryczne topologia, tuk nie
jest niczym innym niZ odcinkiem: z punktu widzenia topologii figury geometryczne
uwaza si¢ za takie same, jesli jedng mozna odwzorowa¢ na druga w sposéb
ciggly i wzajemnie jednoznaczny (dodaje si¢ tez przy tym, ze odwzorowanie
odwrotne ma by¢ tez ciggle; ale tu nie wyjdziemy poza zakres figur, ktére sa
domknigtymi i ograniczonymi podzbiorami plaszczyzny, i to wymaganie bedzie
zawsze spelnione).

*

Do dowodu, ze pozostalo§é po wycigciach jest lukiem, damy jedynie wskazéwke
jak zbudowaé¢ odwzorowanie /] ciagle i wzajemnie jednoznaczne, z odcinka

prostej 0 < 7 < 1, na tg pozostaloé¢. Jedli ¢ jest punktem odcinka, to lezy on

w jednym z dziewigciu réwnych odcinkdw, I, ..., Iy, na ktore dzielimy caloé¢.
Jesdli t lezy w I, to warto$¢ odwzorowania f w punkcie 7 lezy w Py, k-tym z kolei
rownolegltoboku spoéréd dziewigeiu otrzymanych w pierwszym kroku konstrukcji
(patrz rys. 4). OkreéliliSmy w ten sposéb warto$é¢ f'w punkcie 7 z dokladnoscia
do polozenia w réwnolegloboku Py ; okreélenie to jest wszakze dokladne, jesli

1 jest wspélnym koncem odcinkéw podziatu, np. jesli t = k/9; warto$¢ /' w punkcie
k[9 jest wspolnym wierzchotkiem réwnoleglobokow Py i Py, .

Warto$¢ odwzorowania /' w punkcie  mozna okresli¢ z doktadnoscig do polozenia
w rownolegltobokach z drugiego kroku konstrukeji (maja one $rednice co najmniej
dwa razy mniejsze niz w pierwszym kroku), jeéli polozenie punktu ¢ ustalimy

z dokladnoécia do poloZenia w jednym z 81 réwnych odcinkéw, na ktére dzielimy
caly odcinek. Postgpujac tak dalej, warto$¢ f w punkcie  mozemy okreslié
dokladnie.

Wzajemna jednoznaczno§¢ odwzorowania f jest widoczna. Dosé widoczna jest
tez cigglosc, ktorej dowod pomijamy.
&

Policzmy sume pdl wycigtych f‘lgur Roéwna jest ona (1/4): (14+3/4+(3/4)*+ ...) =
= 1. Pozostaly po nich tuk ma wigc pole 0. Mozna wszakze wycina¢
wezsze trojkaty. Argumentacja za ciagloécig i wzajemnag jednoznacznoscia
odwzorowania, okreslonego tak jak poprzednio, pozostaje w mocy. Dostajemy
wtedy tuk o polu dodatnim.

*

Pomys$lmy postepowanie przywracajace stan rzeczy: poprzednio zrobione wycigcia
sklejamy i dostajemy znowu kwadrat. Jeéli poming¢ niedopowiedzenia, opisali$my
jak z odcinka przez odwzorowanie ciagle dostaje si¢ kwadrat, tak jak to zrobit

w r. 1890 Peano.

*

Na rzeczy moZna patrze¢ réznie. Patrzac na odwzorowanie Peany mozZna by
poprzesta¢ na uwadze, ze widocznie ciagloé¢ to wlasnoéé zbyt staba, by chronié
przed patologiami (nazbyt czesto uzywa sig tego stowa o ujemnym zabarwieniu),
i ze trzeba sie zaja¢ odwzorowaniami bardziej regularnymi. Skoro jednak piszemy
o odwzorowaniu Peany, to znaczy, Ze uwaZamy je za rzecz co najmniej
zastanawiajgca.

Bo popatrzmy np. na taki szczegél.
*

Sklejajac na powrét porozcinany kwadrat nie sklejamy nigdy wigcej niz czterech
punktéw. Dla przykladu, czwérke punktéw sklejajacych si¢ w jeden punkt
kwadratu stanowia punkty zaznaczone na rys. 4 literami D; zaznaczone s3
i na odcinku i na kwadracie (wierzcholki réwnoleglobokéw pierwszego kroku
konstrukcji, ale nie te, ktérymi réwnolegloboki si¢ stykaja). Literami B zaznaczone
sg punkty jednej z par punktéw sklejajacych si¢ w jeden. Ogdlnie, na §ladach
rozcigé sg jedynie takie punkty, ktére sklejaja sig ze soba po dwa albo po cztery.
Sq punkty nie sklejajace si¢ z innymi: sg nimi punkty lezace poza wszelkimi
rozcigciami, wéréd nich np. takie jak punkt zaznaczony literg A. Stanowig one
wiekszoéé. Nie uzasadniajac tego calkowicie, zobaczmy np., Ze na dolnym boku
kwadratu tylko przeliczalna ilo§¢ punktéw tuku lezy na rozcigciach; reszta,
nieprzeliczalna, to punkty nie sklejajace si¢ z innymi.
Mowige jezykiem bardziej profesjonalnym: odwzorowanie ciggle tuku na
kwadrat, ktére opisali§my, ma jedynie wartosci czterokrotne, dwukrotne i
jednokrotne; te ostatnie stanowia wigkszo$¢; nie rézni sie wigc ono tak bardzo
od odwzorowania wzajemnie jednoznacznego.

*
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Zobaczmy calg rzecz jeszcze raz inaczej.
Wspomnieliémy, Zze wycigcia moZna robi¢ ciensze. DojdZmy w tym do skrajnosci
i, zamiast wycina¢ nawet waskie tréjkaty, przecinajmy kwadrat najpierw wzdhuz
linii pionowej od punktu (1/3, 0) w gére, nie dochodzac wszakze do samego
gérnego boku tak, ze kwadrat nie rozpada sig, a potem wzdtuz linii pionowej
od punktu (2/3, 1) w dél, nie dochodzac wszakze do samego dolu; na rys. 5
linie zwezaja sie¢ w miare cigcia. Potem nacinamy z kierunkow na przemian
powstale przedtem pionowe pasy. Powtarzamy w ten sposéb drugi krok konstrukeji
i dalsze.
Sposéb sklejania jest teraz widoczniejszy i wyraznie wida¢ punkty czterokrotne
i dwukrotne. Pomingli§my wiele milczeniem w tym nieformalnym opisie; zaczelo
sie od tego, Ze nie wyjasnialiSmy skad si¢ biorg dodatkowe punkty na dwu
brzegach kazdego z rozcieé. Formalizacja matematyczna tego sposobu widzenia
tuku powstalego z kwadratu przez przecinanie tego kwadratu jest mozliwa, ale
nie bedziemy jej przeprowadzaé, bo ten rodzaj opisu bgdzie nam potrzebny
jedynie dla uzyskania lepszej pogladowosci.

*

Po konstrukcji Peany przyszly nastgpne. Rysunek 6 przedstawia konstrukcje
Polyi (1913) wykonana na tréjkacie zamiast na kwadracie, co nie ma znaczenia

z punktu widzenia topologii. W trdjkacie prostokatnym robimy rozcigcie wzdiuz
wysokosci od spodka ku wierzchotkowi, jednak tak, aby tréjkat si¢ nie rozpadt.
To samo robimy w dwu powstatych na skutek poprzedniego nacinania tréjkatach
prostokgtnych, a potem w czterech powstalych teraz. Nastgpny rysunek pokazuje
girlande tréjkatéw powstalg po trzecim kroku konstrukcji.

Postgpujac tak dalej dostajemy tuk.

Idgc na powrdt, sklejajac dokonane rozcigcia, nie sklejamy nigdy wigcej niz po
trzy punkty, chyba ze ... w pewnym kroku konstrukcji pewne dwie wysokosci
bedg mialy ten sam spodek i skleja si¢ z soba wtedy cztery punkty.
Zdarza¢ si¢ to moze poczawszy od trzeciego kroku konstrukcji. Na trzecim
kroku konstrukcji mozliwe jest to jedynie dla tréjkata réwnoramiennego.
Oto idea dowodu, Ze sa tréjkaty, dla ktérych w konstrukcji Pélyi nie pojawig
sie wysokodci o tych samych spodkach.
Tréjkaty, ktére rozwazamy, sa w odpowiedniosci wzajemnie jednoznacznej
z katami x, 0 < x < z/4, mniejszymi z ich katéw ostrych. Polozenie spodka
wysoko$ci na przeciwprostokatnej (wszystkie trojkaty powstajgce
w konstrukcji sa podobne) zalezy w sposéb ciagly od kata x, co jest niemal
widoczne. Jesli dla danego tréjkata o mniejszym z katéw ostrych réwnym x
na ustalonym kroku konstrukcji spodki pewnych wysokosci si¢ pokryja, to
zmieniajgc Kat doprowadzimy do tego, ze te spodki si¢ rozejda. Jeéli nie
zmienimy kata za duzo, to te spodki nie zejda si¢ z Zadnymi innymi i Zadne
inne nie zejdg si¢ ze sobg. Zatem katy x, dla ktérych na ustalonym kroku
konstrukceji spodki pewnych wysokoéci si¢ pokrywaja, sg izolowane. Stad, dla
ustalonego kroku konstrukcji, tych katow jest przeliczalnie wiele. Zatem i w ogéle
jest ich przeliczalnie wiele. Dla pozostalych katéw, a jest ich nieprzeliczalnie
wiele, konstrukcja P6lyi prowadzi do sklejania co najwyzej trdjek punktéw.

*

Praca G. Pélyi, drukowana w Bulletin International de I’ Académie des
Sciences de Cracovie (1913), str. 303-313, zawiera dowdd bez luki, ktéra
tu byla; praca jest mimo uplywu lat nadal wyjatkowo czytelna. We ,,Wstepie
do teorii mnogodci i topologii’, wyd. II, 1947, str. 117, Sierpinski poleca inny
dowdd istnienia: tréjkat o bokach 3, 4 i 5 jest jednym z tych, o ktére chodzi.
W tej samej ksigzce na str. 112-118 jest mowa o tukach powstalych przez
wycinanie z kwadratu (m.in. o lukach o polu dodatnim) i o0 odwzorowaniach
Peany; sa tam niektdre z pominigtych tu dowodéw i dane do literatury.

*
Hahn (1913) i Mazurkiewicz (1915) dowiedli, ze przy kazdym odwzorowaniu
cigglym odcinka na kwadrat pojawiajg si¢ wartoéci o krotnoéci trzy lub
wigkszej. Konstrukcja Pélyi jest wigc mozliwie oszczgdna. Konstrukcja Peany
jest tez pod tym wzgledem do§¢ oszczgdna; odwzorowanie ma krotnosci tylko
trzech rodzajow: 4, 21 1. .
Konstrukcja Hilberta (1891, 1894) odwzorowania ciaglego odcinka na kwadrat,
mniej oszczedna niz poprzednie, bo pojawiaja si¢ w niej wartoéci krotnoéci
4, 3, 21 1, jest interesujgca chociazby ze wzglgdu na inng girlande prostokatow,
do ktérej prowadzi.



Rozcina sig kwadrat na cztery, ale sposéb cigcia jest teraz nieco inny: od §rodka
dolnego boku tniemy pionowo w gore do polowy, a dalej to cigcie rozgalgziamy
poziomo dochodzac do lewego i prawego boku, jednak tak, aby figura
pozostala spdjna; potem robimy jeszcze rozcigcie pionowe od $rodka gérnego
boku w dot dochodzac do dokonanego juz cigcia, ale znowu tak, aby figura
pozostala spdjna.

Dla zilustrowania tego, co robi si¢ w drugim kroku konstrukcji, roziézmy
powstala figure na ksztalt tabliczki czekolady i tnijmy kazdy z czterech
kwadratéw od dotu, tak jak poprzednio caly. Dostajemy girlandg 16 prostokatow
stykajacych si¢ wierzchotkami, ktére w kazdym z prostokatéw sgsiadujg ze soba;
tniemy je znowu tak samo, robiac rozgalezione cigcie zaczynajace si¢ na boku,
ktérego korice sa wierzchotkami sasiadujacych kwadratéw, lub, jesli to jest

jeden z kwadratdéw skrajnych, zaczynajace sie na ktérymkolwiek boku

stykajacym si¢ z sasiednim kwadratem.

Odwzorowanie odcinka na kwadrat zbudowane wedlug tego schematu ma wartosci
czterokrotne (D), trzykrotne (C), dwukrotne (B) i jednokrotne (A).

'Y

Chcac przekonaé sig o mozliwosci odwzorowania ciaglego odcinka na szescian,
wystarczy zbudowac¢ girlande 27 szescianéw stykajacych sig wierzcholtkami,
ktdére w jednym szescianie (jesli to nie jest szescian skrajny) leza naprzeciw
siebie, i przekona¢ sig, Ze mozna ja zlozy¢, nie rozrywajac polaczen, w jeden
szescian.

Rozwigzanie zadania F 43
Korzystajge 2 1 pruwa Kirchhoffa, rozklad pradéw w obwodzie motemy przedstawié tak, jak pokazano na
rysunku. Z Il praws KirchholTa mamy nasicpujace zaleznodci:

(*) E=RI,+R(I-1;) (oczko ARDRBEA),
d .
(**) RI, =L = u-n) (napigcie na cewce ma byc takie samo, jak na lewym oporze R),
o

(***) = = R(I-1I;) (napiecie na kond ze ma byé takie samo, jak na pigwym oporze R).
Q tu ladunek zgr dzony na kondensatorze. Opricz powyiszych trzech zwigzkéw mamy jeszcze
zaleznost Iy= 40 v
dr
L d
& 1. LS B H A 1 BN —re -
R **) P w p Iy Z u—1iy.
Natomiast rd ie (***) po zroézniczkowaniu obu stron po czasie 1| skorzystaniu ze zwigzku 7; z Q piszemy
% d
w postaci l; = RC i =-1n).

Odejmujgc otrzymane rownania stronami | korzystajge ze zwigzku RC = L[R, otrzymujemy

d
h—I; = -RC ir 0, =1).

Jest to réwnanie rozniczkowe opisujace zaleino$é Iy, — I, od czasu. Rownanie to nie zawiera sily
elektromotorycznej E(r). Wobec tego niezaleznie od tego, jak E zalezy od r, rddnica [, —I; musi zmieniaé sie
w czasic wedlug takicgo samego prawa, Poniewad zaletnodé I, — 1, od czasu nie zalezy od E(1), wiec weimy
E(r) = 0. Ale po wlyczeniu E(r) = 0 w ukladzie nic si¢ nie dzieje: jak nic bylo pradéw, tak nie ma ich
nadal. Wynika stad, ze [, —/; = 0, a wigc [, = [;. Podstawiajac to do wzoru (*) otrzymujemy

E=RI,
co oznacza, e cz¢s¢ obwodu od A do B zachowuje sie jak opor omowy o wartodci R.
Zadanie powyisze bylo wykorzystane na zawodach Il stopnia XXIHI Olimpiady Fizycznej. Jest ono
interesujgce co najmniej z dwoch powoddw. Po pierwsze juz sam faki, ze¢ uklad zawicrajacy clementy nicomowe
(cewki, kondensatory) jako calos¢ moze zachowywac sig¢ jak opor omowy, jest bardzo cickawy. Po drugie,
¢ zadaniem tym wigie sig pewien problem ogodlnicjszy, ktorego frodkami dajgcymi sig wytl ¥¢ na p
szkoly fredniej nie udalo mi si¢ rozwigzaé mimo wielu wysilkdw w tym kierunku.
A oto sam problem:
Zalézmy, ze mamy do dyspozycji cewki, kondensatory i opory amowe i J'.c interesujg nas tylko sinusoidalne
sily elektromotoryczne typu £ — Egsinwis. Nalezy udowodnié, Ze z wymi ych el ow nie moina zbudowat
obwodu, ktéry po podlycreniu do #rddla sily elekiromotorycznej dla #adnego w nie powodowalby przesunigcia
fazowego migdzy napig a eleni i ktorego opor wypadkowy R nie zalezalby od w: R = R(w) & const.
Czytelnikow, kidrym udaloby si¢ rozwigzaé w zagadnienie metodami dajacymi sig wyjasnié na poziomie
sekoly sredmiej (lub niewiele wyzszym), prosimy o przeslanie rozwigzania do Redakeji. Termin nadsylania
roswigzan: 1X1977.
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