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Odwzorowania Peany, czyli o rozcinaniu
a potem sklejaniu kwadratów i trójkatów

Prof drJerzy MIODUSZEWSKI
Jesli z odcinka (z koncami) usunac ze srodka przedzial (bez konców) tak, :te
zostaja dwa odcinki, a potem z tych odcinków tak samo usunac ze srodka po
przedziale, to postepujac tak dalej otrzymamy jako pozostalosc zbiór Cantora,
który le:tac na prostej, bedac jej podzbiorem domknietym i majac tyle:t punktów
co prosta, nie zawiera ju:t :tadnego przedzialu.

*
Jesli odcinek ma dlugosc l i usuwamy stale z ka:tdego pozostawionego odcinka
przedzial o dlugosci 1/3 tego odcinka, to usuniemy zbiór o dlugosci (1/3) . (1+
+2/3+(2/3)2+ ... )= 1. Pozostalosc, tj. zbiór Cantora, ma wtedy dlugosc
- a dokladniej miareO. Mo:tna wszak1:ezrobic tak, aby ta pozostalosc miala
dlugosc dodatnia, usuwajac (zawsze ze srodka) przedzialy o dlugosci mniejszej.

*
Pomyslmy postepowanie przywracajace pierwotny stan rzeczy: konce kaMego
z usunietych przedzialów sklejamy ze soba i powstaje znów odcinek.
Zobaczmy cala rzecz jeszcze raz inaczej ..
Odcinek tniemy na pól i wtedy rozpada sie on na dwa odcinki (skads przybyl jeden
koniec). Potem kaMy z tych odcinków tniemy znów na pól, i postepujac tak dalej
dostajemy zbiór Cantora, z którego sklejajac na powrót po dwa punkty w dokonanych
rozcieciach dostajemy znów odcinek.
Opisalismy w skrócie rzecz znana od czasów Cantora i uwa1:ana zawsze za
paraaoksalna, :te ze zbioru Cantora, jak widac dosc szczuplego, mo:tna dostac
caly odcinek przez odwzorowanie ciagle, nie sklejajace wiecej ni:t po dwa punkty.

*

Odstepstwa od scislosci matematycznej sa tu mimo pozorów (ciecie, sklejanie etc.)
niewielkie. Najwieksze sa w drugim opisie, kiedy twierdzimy, :te w wyniku
polowienia odcinków powstaje zbiór Cantora, ten sam co w pierwszym opisie.
Uscislenie jest mo:tliwe, ale nie bedziemy go robic, bo ten drugi opis byl dany
jedynie dla pogladowosci. Zreszta, wywód matematyczny, jesli jest absolutnie
scisly, trwa nieskonczenie dlugo: herezja, ale te nie powstaja bez dogmatów.

*

To o czym byla mowa, ma byc wprawka do tego, co bedzie robione dalej ju:t
o jeden wymiar wy:tej. *

W kwadracie plaskim robimy dwa wciecia, z góry i z dolu, tak aby
powstala figura w ksztalcie litery N jak na rys. 2 u góry. Brzegi wciec zaliczamy
do figury, wiec figura sie nie rozpada: jest spójna, jak sie mówi. Ponacinajmy
w podobny sposób powstale trzy paski, robiac tym razem jednak nie wciecia
pionowe, lecz poziome. Powstala figura jest spójna i jest rezultatem pierwszego
kroku konstrukcji, która przeprowadzamy; patrz rys. 2 u dolu. Te figure mozna
te:t sobie wyobrazic jako lancuch równolegloboków stykajacych sie wierzcholkami,
które w jednym równolegloboku leza naprzeciw siebie. Równolegloboków jest 9,
a srednica kaMego z nich jest (patrzmy na kwadrat w srodku o boku równym
polowie boku wyjsciowego kwadratu i zawierajacy piaty z kolei równoleglobok)
mniejsza ni:t polowa srednicy wyjsciowego kwadratu. A oto inna, bardziej
schematyczna, ilustracja powstalej figury: jako girlandy prostokatów.
Srednica zbioru nazywa sie kres a6my odlcalosci miedzy parami punktów teao zbioru;

d(A) = max l1(x.)').
x.)' e A

Srednica równolcaloboku jest wiec d/uaosc wiekszej jello przekatnej.

W drugim kroku robimy kolejno z równoleglobokami, poczawszy np. od lewego
dolnego, to, co robilismy w pierwszym kroku z calym kwadratem. Powstaje
lancuch 81 równolegloboków o srednicach mniejszychni:t 1/4 srednicy wyjsciowego
kwadratu, ulozonych w girlande w ten sposób co poprzednio.
Postepujac tak dalej, dostajemy jako pozostalosc figure bedaca obrazem ciaglym
i wzajemnie jednoznacznym odcinka prostej. Takie figury nazywane sa lukami.

*
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Przy tej dokladnosci, z jaka rozpatruje figury geometryczne topologia, luk nie
jest niczym innym niz odcinkiem: z punktu widzenia topologii figury geometryczne
uwab sie za takie same, jesli jedna mozna odwzorowac na druga w sposób
ciagly i wzajemnie jednoznaczny (dodaje sie tez przy tym, ze odwzorowanie
odwrotne ma byc tez ciagle; ale tu nie wyjdziemy poza zakres figur, które sa
domknietymi i ograniczonymi-podzbiorami plaszczyzny, i to wymaganie bedzie
zawsze spelnione) .

•••

Do dowodu, ze pozostalosc po wycieciach jest lukiem, damy jedynie wskazówke
jak zbudowac odwzorowanief, ciagle i wzajemnie jednoznaczne, z odcinka
prostej O :s;; t:S;; l, na te pozostalosc. Jeslit jest punktem odcinka, to lezy on
w jednym z dziewieciu równych odcinków,It, ...,19, na które dzielimy calosc.
Jesli t lezy w I", to wartosc odwzorowaniafw punkciet lezy w Pk, k-tym z kolei
równolegloboku sposród dziewieciu otrzymanych w pierwszym kroku konstrukcji
(patrz rys. 4). Okreslilismy w ten sposób wartoscfw punkciet z dokladnoscia
do polozenia w równoleglobokuPk; okreslenie to jest wszakze dokladne, jesli
t jest wspólnym koncem odcinków podzialu, np. jeslit = k/9; wartoscfw punkcie
k/9 jest wspólnym wierzcholkiem równoleglobokówPk i Pk+ t.
Wartosc odwzorowaniafw punkciet mozna okreslic z dokladnoscia do polozenia
w równoleglobokach z drugiego kroku konstrukcji (maja one srednice co najmniej
dwa razy mniejsze niz w pierwszym kroku), jesli polozenie punktut ustalimy
z dokladnoscia do polozenia w jednym z 81 równych odcinków, na które dzielimy
caly odcinek. Postepujac tak dalej,wartoscfw punkcie t mozemy okreslic
dokladnie.

Wzajemna jednoznacznosc odwzorowaniaf jest widoczna. Dosc widoczna jest
tez ciaglosc, której dowód pomijamy.
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Rys. 't

Policzmy sume pól wycietych figur. Równa jest ona (1/4)' (l+ 3/4+ (3/4)2+ ...) =
= l. Pozostaly po nich luk ma wiec poleO. Mozna wszakze wycinac
wezsze trójkaty. Argumentacja za ciagloscia i wzajemna jednoznacznoscia
odwzorowania, okreslonego tak jak poprzednio, pozostaje w mocy. Dostajemy
wtedy luk o polu dodatnim .

•••

Pomyslmy postepowanie przywracajace stan rzeczy: poprzednio zrobione wyciecia
sklejamy i dostajemy znowu kwadrat. Jesli pominac niedopowiedzenia, opisalismy
jak z odcinka przez odwzorowanie ciagle dostaje sie kwadrat, tak jak to zrobil
w r. 1890 Peano.

•••

Na rzeczy mozna patrzec róznie. Patrzac na odwzorowanie Peany mozna by
poprzestac na uwadze, ze widocznie ciaglosc to wlasnosc zbyt slaba, by chronic
przed patologiam~ (nazbyt czesto uzywa sie tego slowa o ujemnym zabarwieniu),
i ze trzeba sie zajac odwzorowaniami bardziej regularnymi. Skoro jednak piszemy
o odwzorowaniu Peany, to znaczy, ze uwazamy je za rzecz co najmniej
zastana wiajaca.

Bo popatrzmy np. na taki szczegól.
*

Sklejajac na powrót porozcinany kwadrat nie sklejamy nigdy wiecej niz czterech
punktów. Dla przykladu, czwórke punktów sklejajacych sie w jeden punkt
kwadratu stanowia punkty zaznaczone na rys. 4 literamiD; zaznaczone sa
i na odcinku i na kwadracie (wierzcholki równolegloboków pierwszego kroku
konstrukcji, ale nie te, którymi równolegloboki sie stykaja). LiteramiB zaznaczone
sa punkty jednej z par punktów sklejajacych sie w jeden. Ogólnie, na sladach
rozciec sa jedynie takie punkty, które sklejaja sie ze soba po dwa albo po cztery.
Sa punkty nie sklejajace sie z innymi: sa nimi punkty lezace poza wszelkimi
rozcieciami, wsród nich np. takie jak punkt zaznaczony literaA. Stanowia one
wiekszosc. Nie uzasadniajac tego calkowicie, zobaczmy np., ze na dolnym boku
kwadratu tylko przeliczalna ilosc punktów luku lezy na rozcieciach; reszta,
nieprzeliczalna, to punkty nie sklejajace sie z innymi.
Mówiac jezykiem bardziej profesjonalnym: odwzorowanie ciagle luku na
kwadrat, które opisalismy, ma jedynie wartosci czterokrotne, dwukrotne i
jednokrotne; te ostatnie stanowia wiekszosc; nie rózni sie wiec ono tak bardzo
od odwzorowania wzajemnie jednoznacznego.

•••
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Zobaczmy cala rzecz jeszcze raz inaczej.
Wspomnielismy,:te wyciecia mo:tna robic ciensze. Dojdzmy w tym do skrajnosci
i, zamiast wycinac nawet waskie trójkaty, przecinajmy kwadrat najpierw wzdluz
linii pionowej od punktu (1/3,O) w góre, nie dochodzac wszaUe do samego
górnego boku tak, ze kwadrat nie rozpada sie, a potem wzdluz linii pionowej
od punktu (2/3, l) w dól, nie dochodzac wszaUe do samego dolu; na rys. 5
linie zwe:taja sie w miare ciecia. Potem nacinamy z kierunków na przemian
powstale przedtem pionowe pasy. Powtarzamy w ten sposób drugi krok konstrukcji
i dalsze.
Sposób sklejania jest teraz widoczniejszy i wyraznie widac punkty czterokrotne
i dwukrotne. Pominelismy wiele milczeniem w tym nieformalnym opisie; zaczelo
sie od tego, :te nie wyjasnialismy skad sie biora dodatkowe punkty na dwu
brzegach kazdego z rozciec. Formalizacja matematyczna tego sposobu widzenia
luku powstalego z kwadratu przez przecinanie tego kwadratu jest mozliwa, ale
nie bedziemy jej przeprowadzac, bo ten rodzaj opisu bedzie nam potrzebny
jedynie dla uzyskania lepszej pogladowosci.

*

Po konstrukcji Peany przyszly nastepne. Rysunek 6 przedstawia konstrukcje
Pólyi (1913) wykonana na trójkacie zamiast na kwadracie, co nie ma znaczenia
z punktu widzenia topologii. W trójkacie prostokatnym robimy rozciecie wzdlu:t
wysokosci od spodka ku wierzcholkowi, jednak tak, aby trójkat sie nie rozpadl.
To samo robimy w dwu powstalych na skutek poprzedniego nacinania trójkatach
prostokatnych, a potem w czterech powstalych teraz. Nastepny rysunek pokazuje
girlande trójkatów powstala po trzecim kroku konstrukcji.
Postepujac tak dalej dostajemy luk.

Idac na powrót, sklejajac dokonane rozciecia, nie sklejamy nigdy wiecej niz po
trzy punkty, chyba ze ... w pewnym kroku konstrukcji pewne dwie wysokosci
beda mialy ten sam spodek i skleja sie z soba wtedy cztery punkty.
Zdarzac sie to moze poczawszy od trzeciego kroku konstrukcji. Na trzecim
kroku konstrukcji mozliwe jest to jedynie dla trójkata równoramiennego.
Oto idea dowodu, ze sa trójkaty, dla których w konstrukcji Pólyi nie pojawia
sie wysokosci o tych samych spodkach.
Trójkaty, które rozwazamy, sa w odpowiedniosci wzajemnie jednoznacznej
z katami x, O < x ~ n/4, mniejszymi z ich katów ostrych. Polozenie spodka
wysokosci na przeciwprostokatnej (wszystkie trójkaty powstajace
w konstrukcji sa podobne) zalezy w sposób ciagly od katax, co jest niemal
widoczne. Jesli dla danego trójkata o mniejszym z katów ostrych równymx
na ustalonym kroku konstrukcji spodki pewnych wysokosci sie pokryja, to
zmieniajac k'at doprowadzimy do tego, :te te spodki sie rozejda. Jesli nie
zmienimy kata za duzo, to te spodki nie zejda sie z zadnymi innymi i zadne
inne nie zejda sie ze soba. Zatem katyx, dla których na ustalonym kroku
konstrukcji spodki pewnych wysokosci sie pokrywaja, sa izolowane. Stad, dla
ustalonego kroku konstrukcji, tych katów jest przeliczalnie wiele. Zatem i w ogóle
jest ich przeliczalnie wiele. Dla pozostalych katów, a jest ich nieprzeliczalnie
wiele, konstrukcja Pólyi prowadzi do sklejania co najwy:tej trójek punktów .

•
Praca G. Pólyi, drukowana wBulletin International de /'Academie des
Sciences de Cracovie(1913), str. 303-313, zawiera dowód bez luki, która
tu byla; praca jest mimo uplywu lat nadal wyjatkowo czytelna. We "Wstepie
do teorii mnogosci i topologii", wyd. II, 1947, str. 117, Sierpinski poleca inny
dowód istnienia: trójkat o bokach 3, 4 i 5 jest jednym z tych, o które chodzi.
W tej samej ksia:tce na str. 112-118 jest mowa o lukach powstalych przez
wycinanie z kwadratu (m.in. o lukach o polu dodatnim) i o odwzorowaniach
Peany; sa tam niektóre z pominietych tu dowodów i dane do literatury .•
Hahn (1913) i Mazurkiewicz (1915) dowiedli, :te przy kaMym odwzorowaniu
ciaglym odcinka na kwadrat pojawiaja sie wartosci o krotnosci trzy lub
wiekszej. Konstrukcja Pólyi jest wiec mozliwie oszczedna. Konstrukcja Peany
jest te:t pod tym wzgledem dosc oszczedna; odwzorowanie ma krotnosci tylko
trzech rodzajów: 4, 2 i l. •
Konstrukcja Hilberta (1891, 1894) odwzorowani a ciaglego odcinka na kwadrat,
mniej oszczedna niz poprzednie, bo pojawiajasie w niej wartoscj krotnosci
4, 3,2 i l, jest interesujaca chocia:tby ze wzgledu na inna girlande prostokatów,
do której prowadzi.
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Rozcina sie kwadrat na cztery, ale sposób ciecia jest teraz nieco inny: od srodka
dolnego boku tniemy pionowo w góre do polowy, a dalej to ciecie rozgaleziamy
poziomo dochodzac do lewego i prawego boku, jednak tak, aby figura
pozostala spójna; potem robimy jeszcze rozciecie pionowe od srodka górnego
boku w dól dochodzac do dokonanego juz ciecia, ale znowu tak, aby figura
pozostala spójna.

Dla zilustrowania tego, co robi sie w drugim kroku konstrukcji, rozlózmy
powstala figure na ksztalt tabliczki czekolady i tnijmy kazdy z czterech
kwadratów od dolu, tak jak poprzednio caly. Dostajemy girlande 16 prostokatów
stykajacych sie wierzcholkami, które w kazdym z prostokatów sasiaduja ze soba;
tniemy je znowu tak samo, robiac rozgalezione ciecie zaczynajace sie na boku,
którego konce sa wierzcholkami sasiadujacych kwadratów, lub, jesli to jest
jeden z kwadratów skrajnych, zaczynajace sie na którymkolwiek boku
stykajacym sie z sasiednim kwadratem.
Odwzorowanie odcinka na kwadrat zbudowane wedlug tego schematu ma wartosci
czterokrotne (D), trzykrotne (C), dwukrotne (B) i jednokrotne (A) .

•
Chcac przekonac sie o mozliwosci odwzorowania ciaglego odcinka na szescian,
wystarczy zbudowac girlande 27 szescianów stykajacych sie wierzcholkami,
które w jednym szescianie (jesli to nie jest szescian skrajny) leza naprzeciw
siebie, i przekonac sie, ze mozna ja zlozyc, nie rozrywajac polaczen, w jeden
szescian.

KOL'A iazanie tadania Y .&3

Korzystajac z l prawa Kirchhoffa, rozklad pradów w obwodzie mozemy przedstawic tak. jak pokazano na
rysunku. Z U prawa Kirchhoffa mamy nasu;;pujace zaleznosci:

(0) E = R/1+R(I-l,)

(00) RI1 = L ...<1... (l-I1)dl

("') il. = R(I- I,)
C

(oczko ARORBEA).

(napiecie na cewce ma byc takie samo, jak na lewym oporzeR),

(napiecie na kondensatorze ma byc takie samo, jak na pr,iwym oporzeR).

Q oznacza tu ladunek zgromadzony na kon.densatorze. Oprócz powyi:szych trzech zwiazków mamy jeszcze

zaleznosc

Równanie ( •• ) mozna zapisac w postaci

dQ
l, = -<iT'

I-... ~ (I-I1).
/1 = R dl

Natomiast równanie ( ••• ) po zrózniczkowaniu obu strOn po czasie i skorzystaniu ze zwiazku/1 z Q piszemy

w postaci l, ~~RC. .<l. (l-I,).dl
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R

K

E(t)

Odejmujac otrzymane równania stronamii korzyslajac ze zwiazku Re = LIR, otrzymujemy

1,-1, = -RC.'!. (l,-l,).dl

Jest to równanie rózniczkowe opisujace zaleznosc/1-/2 od (;:zasu. Równanie to nie zawiera sily

elektromolof)'(;:znej E(t). Wobec tego nie-zaleznie od tego, jakE zalezy od t, ró:tnica /1-12 musi zmieniac sie

w czasie wedlug takiego samego prawa. Poniewaz :zaleznosc/1 -/1; od czasu nie zalezy odE( t), wiec wezmy

E(t) == O. Ale po wlaczeniu E(l) =: O w ukladzie nic sie· nie dzieje: jak nie bylo pradów. tak nie ma ich

nadal. Wynika stad. zeII -11 == O, a wiec /1 := 12, POdstavtiajac to do wzoru (.) otrzymujemy

E-~ RI,

co ozna(;:z3, ze. cz~sc obwodu od A do B zachowuje sie jak opór omowy o wartosciR.
Zadanie powyzsze bylo v..-ykorzystanenil zawodach 11 stopnia XXHI Olimpiady Fizycznej. Jest ono

inleresuj'lee co najmniej z dwóch powodów. Po pierwsze juz. sam fakt, ze uklad zawierajacy elementy nieomowe

(cewki, kondensatory) jako calosc moze zachowywac sie jak: opór omowy, jesl bardzo ciekawy. Po drugie,
1. zadaniem Iym wiaze sie pewien problem ogÓlniejszy, którego sroókami dajacymi sie wytlumaczyc na poziomie

szkoly sredniej nie udalo mi sie rozwiazac mimo wielu wysilkówW tym kierunku.
A oto samproblem:

Zalózmy, ze mamy do dyspozycji cewki, kondensatory i opory oOlowe i ze inte-resuja nas tylko sinusoidalne

sily elektromotoryczne typu E,-,-, Eosinwt. Nalezy udowodnie, ze z wymienionych elementów nie mozna zbudowac

obwodu, który po podlaczeniu do zródla sily ele,k"lfomolorycloej dla zadnegoUl nie powodowalby przesuniecia
fazowego miedzy napieciem a narezeniemi klórego opór wypadkowy R nie zaletalby od w: R = R(w) ~ consI.

Czytelników, którym udaloby sie rO'lwiazac tO zagadnienie metodami dajacymi sie wyjasnic na poziomie
szkoly 'redniej (lub niewiele wyzszym), prosimy o przeslanie rozwiazania do Redakcji. Termin nadsylani.
fOJ",~i'lzan: IX1977.
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