Miary addytywne

Co pewien czas notujemy kolejny rekord dokiadnosci
pomiaru np. odleglosci Ksigzyca od Ziemi. Ostatnie
stowo w tej dziedzinie nalezy do techniki laserowej.
Rekordy rekordami, uprzytomnijmy jednak sobie
olbrzymie praktyczne znaczenie sztuki mierzenia.
Barometr mierzgcy ci$nienie powietrza to przyrzad
niewatpliwie bardzo uzyteczny. Swiatlomierz réwniez,
o czym doskonale wiedzg amatorzy fotografii.
Umiejgtno$¢ mierzenia napigcia pradu elektrycznego
jest nieodzowna przy budowie réznych urzadzen
elektronicznych, szczegélnie tych najbardziej
skomplikowanych, jak maszyny cyfrowe czy
magnetofony najwyzszej jakoséci. Matematyk takze
interesuje si¢ sztuka mierzenia. Jako obiekty pomiaru
stuza mu jednak gléwnie zbiory, a wigc twory dos¢
abstrakcyjne. Rzecz jednak w tym, Ze abstrakcyjne miary
mogg stuzy¢ za modele wielu miar stosowanych
praktycznie, Dlatego matematyczna teoria miary jest
pomocna specjalistom z réznych dziedzin.

Jednym z wazniejszych rodzajéw miar rozwazanych
w tej teorii s3 miary addytywne. Co to takiego?
Odwolajmy si¢ do prostego przyktadu — pola figury.

Pole figury ma nastgpujaca wlasnosé:

JESLI DWIE FIGURY NIE MAJA CZESCI WSPOLNE]J,
TO POLE ICH SUMY JEST ROWNE SUMIE ICH POL.

Wiasno$¢ ta umozliwia réwniez obliczanie pola sumy

b takich figur, ktdre nie sg rozlaczne.
e Chcac na przyklad obliczyé pole figury na rysunku,
I mozZna postapi¢ w ten sposéb.
b Przedstawmy figure jako sume dwéch kwadratow
' l zachodzacych cze§ciowo na siebie i obliczmy:
a et POLE PIERWSZEGO KWADRATU

plus POLE DRUGIEGO KWADRATU
minus POLE ICH CZESCI WSPOLNEJ

e czyli
a a*+b*—c2.

Uzasadnijcie, Ze jest to poprawny sposéb liczenia.

Miara addytywna to taka miara, ktéra ma nastepujacg wiasnoéé
JESLI DWA ZBIORY NIE MAJA CZESCI WSPOLNEJ,

TO MIARA ICH SUMY ROWNA SIE SUMIE ICH MIAR.

Pole figury to miara addytywna. Dla kazdej miary addytywnej poprawny jest taki sposéb liczenia miary
sumy figur nierozlgcznych, jaki zastosowali§my w tym przykladzie:
MIARA SUMY ZBIOROW réwna si¢
MIARA PIERWSZEGO ZBIORU pius MIARA DRUGIEGO ZBIORU minus MIARA ICH-CZESCI WSPOLNEL.

Zamiast kolejnego przykladu, proste zadanie. Na pytanie nauczycielki: ,,kto ma brata?”’ podnioslo reke do gory
16 uczniéw. Na kolejne pytanie ,,kto ma siostr¢?"” podniosto rgke 12 uczniéw, a na trzecie pytanie: ,kto

ma i brata i siostrg?”’ podniosly si¢ 4 rece. Ilu uczniéw powinno podnie$¢ rekg na pytanie: , kto z was ma
rodzenstwo, to znaczy albo brata, albo siostre, albo i brata i siostrg?”’
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Czy mozna zastosowa¢ metode z poprzedniego przykladu?
Naturalnie. Iustruje to rysunek. Kropki to dzieci,

petle wyznaczaja odpowiednio zbidr dzieci, ktére maja
brata oraz zbidr dzieci, ktére maja siostre. W czesci
wspolnej, zgodnie z trescig zadania, sa 4 kropki.

Kropek w obu petlach jest lacznie

16+12—4 = 24.
Liczba elementéw zbioru to réwniez miara addytywna.

Nasuwa si¢ pytanie: czy s jakie§ miary nieaddytywne?
Rozwazmy dlugoéé brzegu figury na plaszczyznie
~ ~ (brzegiem tréjkata, prostokata itp. jest jego obwdd).
Obwéd kazdego z kwadratéw na rysunku jest réwny 4,
obwdd ich czesci wspdlnej jest réwny 1. Czy obwod
calego prostokata jest rowny

4+4-—17

Miary addytywne maja bardzo wygodna wiasnos¢:

mozna je dodawaé i odejmowa¢, a wynikiem bedzie

zawsze miara addytywna.

Oto prosty przyklad.

Na rysunku przedstawiony jest wykres pewnej funkcji -

i prosta / réwnolegta do osi x. Niech A bedzie odcinkiem A

na prostej /. R

Rozwazymy dwie miary tego odcinka.

Pierwsza, oznaczmy ja M(A), niech bedzie polem figury

z rysunku 1 (powyzej prostej /).

Druga, oznaczmy ja m(A), niech bedzie polem figury

z rysunku 2 (ponizej prostej /).

Obie sa miarami addytywnymi (sprawdzcie).

Ich réznica 7
M(A)—m(A)

jest miarg addytywna. Dla pewnych A4 miara ta moze by¢
ujemna. Podajcie odpowiedni przyklad.

Zajmiemy si¢ teraz pewna ciekawg miara.

Niech Z bedzie zbiorem, do ktérego naleza: pewna ilo§¢ §cian wieloscianu W, pewna ilos¢ krawedzi tego
wieloécianu i pewna ilo$¢ wierzchotkéw.

MIARA Z rdwna sig

M (A)

LICZBA WIERZCHOLKOW NALEZACYCH DO Z
minus LICZBA KRAWEDZI NALEZACYCH DO Z
plus LICZBA SCIAN NALEZACYCH DO Z.

Zastanéwecie sie, z ktérych miejsc tego artykulu mozna wywnioskowac, Ze jest to miara addytywna?

Obliczymy teraz miary réznych zbioréw.

Niech np. 4 bedzie zbiorem o nastgpujacych elementach:
jedna ze §cian wieloscianu, wszystkie krawedzie tej Sciany
oraz wszystkie jej wierzcholki.

Miara zbioru A jest 1, gdyz wierzchotkéw jest w nim

tyle samo co krawedzi i ponadto jest jedna $ciana.
Obliczmy teraz miarg sumy dwdch takich zbioréw.

Jesli nie maja one czesci wspdlnej miara jest réwna 2.

Nie jest to jednak interesujgcy przypadek.

Jeéli natomiast czeécig wspélng tych zbioréw jest krawedZ
lub wierzcholek, to, poniewaz miarg czeéci wspdlnej jest 1,
miara caloéci jest réwna

1+1—-1= 1

Dodajmy do poprzednich dwdch kawatkéw trzeci,
czwarty i dalsze. Jesli kolejne kawatki bedziemy
,,dokleja¢”” w odpowiedni sposéb (za kazdym razem
wzdluz spéjnego brzegu), miarg calosci bedzie weiaz 1.




Skleilismy niemal caly wielo§cian — pozostat ostatni
kawalek. Miara tego, co dotad skleiliémy jest réwna 1.
Doklejmy ostatni kawalek.

To ostatnie klejenie rézni sig istotnie od klejeri poprzednich,
poniewaZz miara cze$ci wspdlnej klejonych czesci jest

rowna 0 (dlaczego?).

Ostatecznie, miarg calosci (wszystkie §ciany, wszystkie
krawedzie i wszystkie wierzchotki wieloScianu) jest
1+1-0=2.

Tak wiec

LICZBA WIERZCHOLKOW WIELOSCIANU W
minus LICZBA KRAWEDZI W plus LICZBA SCIAN W

réwna sie 2.

Uzyskany zwiazek, odkryty przez Eulera, jest bardzo
ciekawy i odegral duza rol¢ w historii matematyki,
przyczyniajac si¢ do powstania nowego dzialu — teorii
homologii.

Zadanie 1

Gajowy kontrolujacy sektory A i B stwierdzil, ze na
powierzonym mu obszarze wyznaczono do wyrebu
wigcej drzew li§ciastych niz iglastych. To samo stwierdzit
gajowy kontrolujacy sektory B i C. — To niemozliwe —
powiedzial le$niczy — Wiem na pewno, Ze w sektorach
A, B i C lacznie wyznaczono do wyrgbu wigcej drzew
iglastych niz lidciastych.,

Informacje gajowych i le$niczego okazaly si¢ prawdziwe.
Wytlumaczcie paradoks, ktéry tak zdziwil lesniczego.

Zadanie 2

Obliczcie, ile wynosi

LICZBA WIERZCHOLKOW Z minus LICZBA
* RAWEDZI Z plus LICZBA SCIAN Z,

jesli Z to:

(a) Wieloécian W z dwiema ,,dziurami”’ (caly wieloScian
W poza dwiema nie stykajacymi sie $cianami).

(b) Dwa wieloéciany z dwiema dziurami odpowiednio
wyciagnigte (jakby byly z gumy) i sklejone brzegami
dziur. ;

(¢) Wieloscian z doklejonymi k ,,uchami”.

W Matlkej Delcie z numeru 2/1977 zaproponowali$§my zabawe w stawianie
pytan. Oto wybrane najcickawsze nadeslane pytania z komentarzem.

Urszula MROZOWSKA
Brzeg

Cezary MINDYKOWSKI
Lodz

Adam LANDOWSKI
Gdansk

Dlaczego planety $wiecq, to znaczy odbijajq promienie sloneczne. Ziemia

rowniez odbija promienie, a przeciez my tego nie zauwazamy ani nie odczuwamy?
Jak to? Przeciez widzimy nawet odlegle przedmioty dzigki temu, Ze $wieca one
$wiatlem odbitym. W nocy widoczno$é jest zwykle bardzo ograniczona, bo
najsilniejsze Zrédlo $wiatla, jakim jest Storce, jest zaslonigte. Ziemia widziana
z daleka przez kosmonautow jest bardzo ladna, niebieskawobiala.

Dlaczego lgczgc dwa identyczne baloniki, z ktorych tylko jeden jest

nadmuchdny, nie doprowadzamy do jednakowego nadmuchania obu balonikéw?
(Pytanie skrécone przez redakcje).

Bardzo trafna obserwacja. Mozna to samo pokaza¢ réwniez przy pomocy baniek
mydlanych. Im mniejsza banka, tym wigksze panuje w niej ci$nienie. Dlatego
powietrze przechodzi z malej do wigkszej bariki.

Czy swiatlo wywiera cisnienie, a jezeli tak, to ile wazy foton?

Oczywiscie §wiatlo wywiera ci$nienie, o czym mozna si¢ przekonac, obserwujac
w sprzyjajacych warunkach ogon komety. Zwykle odchyla si¢ on od Slonca
odpychany ci$nieniem promieniowania stonecznego. Masa jest réwnowazna
energii. Foton ma energi¢ odwrotnie proporcjonalng do dlugoéci fali. Ma wigc
maseg i jest przyciggany przez Ziemie. Mozna wigc obliczy¢ wage fotonu.

Nagrode ksiazkowg otrzymuje Cezary Mindykowski.



