Podamy przyklad takiej teorii podajac jej aksjomaty:
Aks. 1. Dla dowolnych a i b istnieje A, takie, ze a, b | A.
. 2. Dla dowolnych A4 i B istnieje a, takie, ze A, B|a,
Aks. 3. Jedli a,b| A, B, to a=b lub 4 = B.
. 4. Istniejg takie a, b, c,d, A, B, C, D, ze réwnocze$nie zachodzi

a,b|Dib,c|Cic,d|Bid,alA

oraz nie zachodzi ani a | B, ani a|C, ani b| 4,

ani b|B, ani c| A, ani ¢| D, ani d|C, ani d|D.
Teoria ta ma wiele modeli. Migdzy innymi model jej mozna uzyskaé
z plaszczyzny euklidesowej, uzupetniajac kazda prosta dodatkowym
,»punktem” — jej kierunkiem, oraz wprowadzajac dodatkowa ,,prostg’’
ztozong z samych kierunkéw. Wowczas jako u bierzemy zbiér wszystkich
punktow (zwyklych i dodatkowych), jako U — zbiér wszystkich prostych
(zwyktych i dodatkowej), a jako | — relacje lezenia punktu na proste;.
Teoria o podanej aksjomatyce nazywa si¢ geometriq rzutowq i jest uprawiana
szeroko od XVII wieku (pierwszy podrecznik w 1822 roku — Poncelet).
Ale czy jest autodualna? Aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy sprawdzié,
ze zamiana liter malych na duze i odwrotnie przeprowadzi nasz uklad
aksjomatow na siebie (1 na 2, 2 na 1, 3 na 3 i 4 na 4 — to ostatnie
tylko nie jest widoczne na pierwszy rzut oka). A wigc i cala teoria, jako
zbior konsekwencji tego ukladu aksjomatéw, nie zmieni sig.
A jak wyglada model dualny do opisanego?

Przedstawione cztery pary rysunkow ilustrujg wzajemnie dualne twierdzenia Pascala i Brianchona.
Boki - wpisanego w elipse
Wierzcholki seeiciokqta opisanego na elipsie
Sytuacj¢ t¢ ilustruje pierwsza para rysunkow.

Na nast¢pnych rysunkach mamy przedstawione sytuacje zdegenerowane, kiedy pewne sasiednie
wierzchotki szedciohals wpisanego pokryly sie faczace je boki stycznymi do
boki opisanego lezg na jednej prostej, ich wspdlne konce punktami
Twierdzenia pozostajg w mocy réwniez dla paraboli i hiperboli.

ich punkty przeciecia lezq na jednej prostej
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staly sig elipsy.

Przeksztalcenia zwane symetriami
Dr Ludomir WEODARSKI

Stowo ,,symetria” w mowie potocznej uzywane bywa w najréZniejszych
kontekstach. Méwi si¢ np. o symetrii w obrazie, o symetrii w budowie utworu
muzycznego, o symetrii we wzajemnych stosunkach migdzy panstwami.

[ Takie uzycie tego stowa jest uzasadnione, gdyz w dostownym tlumaczeniu
»Symetria” znaczy tyle co ,wspélmiernoéé”. W geometrii symetriami nazywa sie
pewnego rodzaju przeksztalcenia. Przyjrzyjmy si¢ symetriom w geometrii.

Niech # bedzie dowolng figura na plaszczyZnie lub w przestrzeni euklidesowej
(figura nazywamy kazdy zbiér punktéw). Wéréd wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalceri tigury % na siebie wyrézniamy izometrie,

czyli takie przeksztalcenia, ktére nie zmieniaja odleglosci migdzy punktami.
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/ 0% inwersyjna

Rodzing takich izometrii oznaczmy przez S(#). Latwo si¢ przekonac,

ze rodzina ta ma nastgpujgce wlasnosci:

1° — przeksztalcenie tozsamosciowe figury % nalezy do rodziny S(F),

2° — jezeli przeksztalcenie ¢ nalezy do S(%), to i przeksztalcenie ¢! (odwrotne
do ¢) rowniez nalezy do S(#),

3° — zlozenie dowolnych przeksztalcen z rodziny S(#) nalezy do S(%).

Rodzina S(#) nazywa si¢ grupq izometrii wlasnych figury %. W przypadku,

gdy # jest zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny euklidesowej, niektdre

izometrie z rodziny S(#) nosza nazwg symetrii. Sa to symetrie osiowe

i symetrie §rodkowe. Wsréd nietozsamoséciowych izometrii plaszczyzny

wyrozniajg si¢ tym, Ze sg inwolucjami, tzn. sa identyczne z przeksztalceniami

odwrotnymi do siebie. Podobnie wéréd izometrii calej przestrzeni symetrie

osiowe, Srodkowe i plaszczyznowe wyrdzniajg si¢ jako inwolucje. Jezeli

figura # jest wlasciwym podzbiorem plaszczyzny euklidesowej (przestrzeni),

to rodzina S(#) bywa nazywana grupq symetrii figury . JeZeli przytym

S(#) zawiera choé jedno przeksztalcenie roZne od toZsamosciowego,

to o figurze #F moéwi sig, Ze ma ona symetrie.

Zaréwno plaszczyzna jak i przestrzen euklidesowa sg doskonale jednorodne.
Oznacza to, Zze gdy ¢ jest izometriag pewnej figury & (niekoniecznie izometrig
wlasng), to istnieje izometria y calej plaszczyzny (przestrzeni) identyczna

z ¢ na calej figurze #. Dzigki temu mozZna zastapi¢ badanie grupy symetrii
figury &% badaniem tych izometrii plaszczyzny (przestrzeni) na siebie, ktdre
zachowujg figure # (ewentualnie przemieszczajgc jej punkty). Tak wigc

i izometrie wilasne figury nazywaja si¢ tak samo, jak odpowiednie izometrie
plaszezyzny czy przestrzeni: obroty, przesunigcia, symetrie $rodkowe,
symetrie osiowe, symetrie plaszczyznowe itd.

Jezeli w grupie symetrii figury & znajduje si¢ symetria o osi /, to prosta /
nazywa si¢ osig symetrii figury #. O takiej figurze mowi si¢, Ze ma symetrie
osiowq. Podobnie okresla si¢ $rodek symetrii oraz plaszczyzng symetrii figury.
Moze si¢ zdarzy¢, Zze grupa symetrii figury plaskiej sklada si¢ z samych
obrotéw. Latwo udowodnié, ze wszystkie te obroty maja wspdlny $rodek.
O takiej figurze mowi sig, Ze ma symetrig obrotowq. Klasycznym przykladem
jest zlowrogi znak swastyki. Taka symetri¢ ma rowniez herb brytyjskiej
wyspy Man.

Punkt, ktory jest $rodkiem jakiegokolwiek obrotu nalezgcego do S(#),
nazywa si¢ Srodkiem figury & — nie musi on byé wcale Srodkiem symetrii
tej figury — tak jest np. ze $rodkiem wielokgtéw foremnych o nieparzystej
liczbie wierzchotkdw.

Figura przestrzenna (tréjwymiarowa) oprocz Srodkow symetrii, osi symetrii

i plaszczyzn symetrii moZe mie¢ tzw. osie obrotowe i osie inwersyjne:

— prosta I nazywa si¢ osiq obrotowq figury & jezeli w grupie symetrii tej
figury znajdujg si¢ obroty o osi /,

— prosta / nazywa si¢ osig inwersyjng figury &, jezeli do grupy symetrii
figury & nalezy tzw. symetria obrotowa o osi /, tzn. przeksztalcenie bedace
zlozeniem obrotu o osi / i symetrii wzglgdem plaszczyzny prostopadiej do .
Srodek figury przestrzennej to punkt, w ktérym przecinaja si¢ rézne osie
tej figury (osie symetrii. osie obrotowe, osie inwersji) — nie musi on by¢
srodkiem symetrii — vide czworoscian foremny.

O figurze przestrzennej w krystalografii mowi sig¢, ze ma symetri¢ obrotowq,
jezeli pewna jej os obrotowa nie lezy w Zadnej plaszczyznie symetrii

tej figury.

Grupeg symetrii figury przestrzennej charakteryzuje si¢ zwykle przez opisanie
wszystkich §rodkéw symetrii, osi symetrii, osi obrotowych, osi inwersyjnych
i plaszczyzn symetrii figury. W ten sposob postepuja np. krystalografowie,
klasyfikujgc krysztaly ze wzgledu na ich grupy symetrii.

W geometrii termin ,,symetria” bywa uzywany rowniez w zastosowaniu

do przeksztalcen, ktére nie sg izometriami. Mamy tu na my$li tzw. symetrig¢
sko$ng i symetri¢ wzglgdem okregu.

Symetri¢ sko$na ¢ o osi /i kierunku prostej k¥ / okreslajg warunki:

dla dowolnego punktu A

— érodek odcinka A¢@(A) lezy na prostej /,

— przez A i p(A) przechodzi prosta réwnolegta do k.

Natomiast symetrie wzgledem okregu nazywaja si¢ inaczej przeksztalceniami
inwersyjnymi. Mozna o nich przeczyta¢ w Delcie 7/1976.

Zainteresowanym polecamy ksiazk¢ H. Weyla zatytulowana ,,Symetria™,
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