Inwolucje

Mgr Krzysztof Prazmowski

Niech I oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe (tzn. I(x) = x). Funkcje f o dziedzinie X
i o wartoSciach w X nazywamy inwolucjg jesli spelnia ona warunek ff = I. Warunek ten
mozZna zapisa¢ tez w nastgpujacy sposob:

dla dowolnego x e X () = x

lub

dla dowolnych x,yeX f(x)=y—f()) = x.

A wigc inwolucje s3 ,,symetriami wéréd funkeji”, Inwolucja w zbiorze liczb rzeczywistych

; i % A = 1
Jest np. funkcja f(x) = 1—x, w zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera np. fa(x) = —
ﬁ X

Te ostatnig funkcje mozna przediuzyé na caly zbiodr liczb rzeczywistych przyimujac
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Mokliwe s34 dwa preypadki: f'(x) s 0 de x=0,

1" na osi symetrii lezy co najmniej jeden 2 fz(x) sd}‘ x #0,
- - okata, 2" na os i

mcrl.n.hnlﬂk n..-v«n.r kata, na osi symetri zauwahny' e

nie lety taden wierzcholek czworokata

W pierwszym przypadku na osi symelrii 1. lnwa!ncja Jest fu”kch rdz‘nawarro.s‘cfowq.

lezg dokladnie dwa wierzcholki czworokgta,

ktdry wobec tego jest deltoidem [S(Oll'lle. mamy

{8 = AD, DC = BC, skad AD+ BC f(x) =f(,l-") -+ X =f(f(x}) =f(f()’)) =

AB+ DC, a wigc w czworokat ABCD
modna wpisaé okrag. 2. Zbidr wartosci inwolucji pokrywa sig z jej dziedzing.

Dowolny element x zbioru X jest bowiem obrazem nalezgcego do X elementu f(x).
Funkcj¢ roznowartosciows ze zbioru X w zbi6r ¥, ktorej zbidr wartoéci pokrywa sie
ze zbiorem Y, nazywamy wzajemnie jednoznaczng.

Zatem
3. Inwolucja jest funkcjq wzajemnie jednoznaczng.
4. Jezeli zbiory X, i X, sq rozlqczne, g, jest inwoluciq na X,, g, jest inwoluciq na X, to
&i(x) gdy xelk,,
g(x) =
&£(x) gdy xeX;
D \ B Jjest inwolucjq na X, wX,.

A

~ Wystarczy zauwazyé, ze dla dowolnego x istnieje takic i (i = 1,2), ze g(g(x)) = gi(g/(x)) = x.
A teraz inne okreslenie inwolucji:

5. Funkcja f jest inwolucjq na X wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie zbiory A, B, C
& i taka funkcja h, ie

W drugim przypadku czworokal jest AVUBUC = X,

(rapezem rdwnoramiennym, Mamy witedy AnB = BNnC = CnA = a,

EAECI ADC = 1 ABC+ L BCD ~ 180, h jest funkcjq wzajemnie jednoznacznq o dziedzinie A | zbiorze

wobec czego czworokat moina wpisad

" OkeeE: wartosci B
oraz
h(x) gdy xe A
*) f)= ] h'(x) gdy xcB
A B X gdy xeC
Sprawdzenie twierdzenia 5 wyglada nastepujaco:
Jesli istnieja odpowiednie zbiory A, B, C i funkcja A, to mamy
gdy xe A
f(f(0) = f(h(x)) = h~(h(x)) = x,
D 6 gdy xe B
SU) =fh*x)) = h(h~*(x)) = x,
gdy xeC
&= oznacza funkcjc odwrotng do A f(f(x)) = fi(x) = %.
Jeéli z kolei mamy dang inwolucje £, to najpierw znajdujemy zbior C:
C:= {xeX: f(x) = x}.
Nastepnie zbior X—C ustawiamy w pary {a, b) spelniajagce dwa warunki
(1) fla) =b
Witrnanishcl (omi . doweddie (2) kazdy z elementéw zbioru X—C wyst¢puje w dokladnie jednej parze (obojetnie na
twierdzenia 7) korzystamy z pewnika ktorym miejscu).
wyboru — patrz artykut K, Wisniewskiego, Jako A bierzemy zbior wszystkich pierwszych elementéw utworzonych par, jako B — zbioe
;:I‘:h: 3 19‘.‘?.’ Sk s o wszystkich drugich elementéw. Funkcje & definivjemy jako
: do zbioru A. "= : ﬁ=f|4‘
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Z zaloienia wiemy, e

(n fla,b,c) < fib, a,0),
()] fib,a,c) < fib, e, a),
skyd wynika

) fla,b,e) < f(b, ¢, a).

Stosujge kolejno (1), (3), (3, (1), (3), ()
otrzymujemy f(x,, X3, x3) < flxs, %y, x3) <
& flxy, x5, %1) € fxs, X3, %) ©
- S (%, %3, %)) € fl2s, x4, x3) =
& flxy, 23, x3).
Poni pierwsze i ¢ ie wyraienie
W tym ciggu nierdwnosci sg rowne, wigc
Wazystkie wyrazenia sq réwne, c.n.d.

Jest to twierdzenie udowodnione specjalnie
dla Delty., W literaturze mozna znale#é

anulogiczny wynik tylko przy dodatkowym
zalozeniu, ze X jest zbiorem skonczonym.
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Nh',h n > 2. Zauwantmy, ie jeteli k i n sy
- liczbami wazglednie pierwszymi
(tzn. najwich pélny dzielnik liczb k i n
jest réwny 1) oraz | € k < n, to liczhy a—k
i n 33 wzglednie pierwszs i | < n—k < n.
Gdyby bowiem d bylo weapdlnym
dzielnikiem liczb n—k i n, to d byloby
dzielnikiem réinicy tych liczb, ti. liczby &,
& wige d byloby wspdinym dzielnikiem
liczb & i m, & jedynym wspélnym
dzielnikiem tych liczb jest 1, musi wige byé
d=1
Oczywiscie zachodzg nierdwnodei
0% n-k < n Gdyby bylo 0 = n—k, to
k= niliczhy k i n nie bylyby wzglednie
pierwsze (bo n > 1).
ﬂﬁhy wizglednie pierwsze z n i nie
preekraciajgce n moina wigc pogrupowad
W pary {k,n—k}, gdy% nic jest mozliwe,
k=n—k (wowczas n = 2k > 2, k > 1,
iliesby k i n = 2k nie bylyby wzglednie
M} Liczba g(n) jest wige (dla n > 2)

Na mocy warunku (2) zbiory 4 i B sa rozlgczne. Poniewaz AVB = X—C, wiec s3 oba
rozlgczne ze zbiorem C. Wreszcie warunek (1) gwarantuje, ze

h(4) = B,

a wigc takze

h=Y(B) = h™'(h(A)) = h~'h(A) = A.
Ztozenie dwoch inwolucji moze inwolucja byé, a moze tez nie byé inwolucja. Np. jedli
f1,/2 to funkcje wprowadzone wyzej, a f3(x) = —x, to f,f; nie jest inwolucja, zas ff;
jest inwolucja — prosze sprawdzic.
Ogolnie
6. Jesli hy, hy sq inwolucjami na X, to hyh, jest inwolucjq na X wtedy i tylko wtedy,

gdy hahy = hyh;.

Istotnie, jesli hyha i hyhy sa inwolucjami, to

hahyhy = hohyhol = (hzhlh:!) (kzhl) (.h;h]) =

) = ("J(h:(hzhz)hl)kz)hs = kl:
a wiec
hihy = (hahyha)hy = hohy(hahs) = hah,.

Jesli z kolei A; i h; sa inwolucjami oraz h.h; = hih,, to

U!zhl) (hzh:) = (ﬁzkx) (hv"z) o (h:(hlhl)b?.) =L
Przeglad wilasnosci inwolucji zakonczymy twierdzeniem

7. Dla dowolnej wzajemnie jednoznacznej funkcji f zbioru X na X istniejq takie inwolucje
gihnalkX, ze f= hg.
Dowod (nieco trudniejszy od dotychczasowych):
Okreslamy indukcyjnie ciag funkcji k()
k(ﬂ) = IX)
kG+1) = fE),
oraz przyjmujemy umowe
k=D = (k)1
Weimy pod uwage relacje ~ na elementach zbioru X:
a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita n, taka, ze k™ (a) = b.
Jak latwo sprawdzi¢ ~ jest relacja réwnowaznosci.
Jej klasy abstrakcji to zbiory
D, = {k™(a): n jest liczbq calkowirq},
gdzie a jest dowolnie ustalonym elementem JX.
Okreslimy funkcje g i # oddzielnie na kazdym ze zbioréw D, — mozZna tak zrobié¢
z uwagi na twierdzenie 4 (uogélnione oczywiscie). Zauwazmy najpierw, Ze
x €Dy — f(x) € D,,
a dokladniej
f(k(ﬂ){a)) = k(n+1)(g),
Mamy wigc zastapi¢ dwiema inwolucjami funkcje, ktéra kazdemu k("(q) przyporzadkowuje
kn+1)(q),
Bedg to funkcje g, i A, okreslone przez warunki:
2(k™(a)) = k(-")(a),
ho(k) @) = k(1-"(a).
Mamy
hagdKM(@) = hy(k-P(@) = kA~ (a) =
= k(r+1)(a) = f(RM(a)).
Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, Zze g, i k. sa inwolucjami na D,:
2.2k (@) = gu(k-D(a)) = k~D(a) = kW)(a),
hohi(k (@) = h(k(1-D(a)) = k(1 =1=N(g) = k)(a).
I w ten sposob dowod zostal zakoriczony.
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