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Rozwiazanie zadania M 124
Mozliwe sa dwa przypadki:
t o na osi symetrii lezy co najmniej Jeden
wierzcholek czworokata, 2Q na osi symetrii
nie lezy zaden wierzcholek czworokata.
W pierwszym przypadku na osi symetrii

leza dokladnie dwa wierzcholki czworokata,
który wobec tego jest deltoidem.
AB = AD. DC = BC, skad AD+BC ~

AB+DC. a wiec w czworokat ABCD

mozna wpisac okrag.

jest inwolucja na XtvXz.

. Wystarczy zauwazyc, ze dla dowolnegox istnieje takie i (i = 1,2), zeg(g(x» = g,(g,(x» = x.
A teraz inne okreslenie inwolucji:

5. Funkcja f jest inwolucja na X wtedyi tylko wtedy. gdy istnieja takie zbiory A, B,C
i taka funkcja h, ze

x

gdy x = O,

gdy x i' O.

gdy xeXh

gdy x eXzK(x) = { KI(X)Kz(x)

f;(x) = {~(X)
Zauwazmy, ze

l. Inwolucja jest funkCja róznowartosciowa.

Istotnie, mamy

Mgr Krzysztof Prazmowski

f(x) =f(y) -+ x =f(f(x» =f(f(y» = y.

2. Zbiór wartosci inwolucji pokrywa sie z jej dziedzina.

Dowolny element x zbioru X jest bowiem obrazem nalezacego doX elementu f(x).

Funkcje róznowartosciowa ze zbioruX w zbiór Y, której zbiór wartosci pokrywa sie
ze zbiorem Y, nazywamy wzajemnie jednoznaczna.
Zatem

3. Inwolucja jest funkcja wzajemnie jednoznaczna.

4. Jezeli zbiory Xl i Xz sa rozlaczne,KI jest inwolucja naXh Kz jest inwolucja na Xz, to

Niech l oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe (tzn.I(x) = x). Funkcje f o dziedzinie X
i o wartosciach wX nazywamy inwolucja jesli spelnia ona warunekff = l. Warunek ten
mozna zapisac tez w nastepujacy sposób:

dla dowolnego x e X f(f(x» = x
lub

dla dowolnych x, y e X f(x) = y -+ f(y) = x.

A wiec inwolucje sa "symetriami wsród funkcji". Inwolucja w.zbiorze liczb rzeczywistych

jest np. funkcja fI (x) = 1- x, w zbiorze liczb rzeczywistych róznych od zera np.h.(x)

Te ostatnia funkcje mozna przedluzyc na caly zbiór liczb rzeczywistych przyjmujac

B

'c

D

W drugim przypadku czworokat jest
trapezem równoramiennym. Mamy wtedy

1::ABC+ 1::ADC = 1::ABC+ l:.BCD = 180 ,
wobec czego czworokat mozna wpisac
w okrag.

AvBvC=X,

AnB = BnC = CnA = 0,
h jest funkcja wzajemnie jednoznaczna o dziedzinie Ai zbiorze
wartosci B

oraz

gdy x eA
gdy xeB
gdy x e CB

D I C

h-' oznacza funkcje odwrotna doh.

{ h(x)(*) f(x) = :-l(X)

Sprawdzenie twierdzenia 5 wyglada nastepujaco:
Jesli istnieja odpowiednie zbioryA, B, C i funkcja h, to mamy
gdy x eA

f(f(x» =f(h(x» = h-l(h(x» = x,
gdy x eB

f(f(x» =f(h-t(x» = h(h-1(x» = x,
gdy x e C

f(f(x» =f(x) = x.

Jesli z kolei mamy dana inwolucjeJ. to najpierw znajdujemy zbiór C:

C:= {x eX: f(x) = x}.

Nastepnie zbiórX-C ustawiamy w pary <a, b) spelniajace dwa warunki

(1) f(a) = b

W tym miejscu (oraz w dowodzie
twierdzenia 7) korzystamy z pewnika
wyboru - patrz artykul K. Wisniewskiello.
Delta 3/1977.

, II .•oznacza funkcje losraniczona
do zbioru A.

(2) kazdy z elementów zbioruX-C wystepuje w dokladnie jednej parze (obojetnie na
którym miejscu).

Jako A. bierzemy zbiór wszystkich pierwszych elementów utworzonych par, jakoB - zbiór
wszystkich drugich elementów. Funkcjeh definiujemy jako

h =fl .•.
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Rozwi,zanie zadania M 125
Z zalozenia wiemy, te

(I) I(a, b, c) •••I(b, a, c),
(2) I(b, a, c) •••I(b, c, a),
skad wynika

(3) I(a, b, c)•• I(b, c, a).
Stosujac kolejno (I), (3), (3), (I), (3), (3)

otrzymujemy I(Xl' x" x,) •• I(x" Xl, X.) ••
"/(x.,x.,x,) "/(x"X"Xl)"
"/(x"X"Xl) "/(x.,x"x,) ••
"f(x.,x"x,).
Poniewaz pierwsze i ostatnie wyrazenie

w tym ciaau nierównosci sa równe, wiec
wszystkie wyrazenia s, równe, c.n.d.

Jest to twierdzenie udowodnione specjalnie
dla Delty. W literaturze mozna znale7c

analogiczny wynik tylko przy dodatkowym

zalozeniu, ze X jest zbiorem skonczonym.

Rozwi,zanie zadania M 126
Niech n > 2. Zauwazmy, ze jezeli k i II a
liczbami wzalednie pierwszymi
(tzn. najwiekszy wspólny dzielnik liczb k i II
jest równy I) oraz l ••k •• n, lO liczby 11- k
i n s, wzalednie pierwsze i I ••n- k •• n.
Gdyby bowiem d bylo wspólnym

dzielnikiem liczb n- k i n, lo d byloby

dzielnikiem róznicy lych liczb, lj. liczby k,
a wiec d byloby wspólnym dzielnikiem
liczb k i n, a jedynym wspólnym

dzielnikiem lych liczb jesl l, musi wiec byc
d= \.
Oczywiscie zachodza nierównosci

O •• n-k •• n.Gdyby bylo O = n-k. lo

k = n i liczby k i n nie bylyby wZlllednie

pierwsze (bo II > 1).
Liczby wzaIednie pierwsze zn i nie

przekraczajace n motna wiec pOllrupowac

w pary {k, n-kl, lldyz nie jesl mozliwe,

by k = n-k (wówczas" - 2k > 2, k > l,

i liczby k i n = 2k nie bylyby wzalednie

pierwsze). Liczba 9'(n) jesl wiec (dla II > 2)
parzysta.

Na mocy warunku (2) zbioryA i B sa rozlaczne. Poniewaz AvB = X-C, wiec sa oba
rozlaczne ze zbiorem C. Wreszcie warunek (1) gwarantuje, ze

h(A) = B,
a wiec takze

h-I(B) = h-l(h(A») = h-lh(A) = A.

Zlozenie dwóch inwolucji moze inwolucja byc, a moze tez nie byc inwolucja. Np. jesli
fl.lZ to funkcje wprowadzone wyzej, af3(X) = -x, to fdz nie jest inwolucja, zasf./z
jest inwolucja - prosze sprawdzic.
Ogólnie

6. Jesli hl> hz sa inwolucjami na X, to hzhl jest inwolucja naX wtedy i tylko wtedy,
gdy hzhl = hlhz.

Istotnie, jesli hlhz i hzhl sa inwolucjami, to

hzhlnZ = hzhlhzI = (hzhlhz) (hzhl) (hzhl)=
= (h2(hl (h2h2)hl)h2)hl = hl>

a wiec

hlh2 = (h2hlh2)h2= h2hl(h2h2) = h2h1•

Jesli z kolei hl i h2 sa inwolucjami orazh2hl = hlhz, to

(h2hl) (h2hl) = (h2hl) (hlh2) = (h2(hlhl)h2) = I.
Przeglad wlasnosci inwolucji zakonczymy twierdzeniem

7. Dla dowolnej wzajemnie jednoznacznej funkcji f zbioruX na X istnieja takie inwolucje
g i h na X, ze f = hg.

Dowód (nieco trudniejszy od dotychczasowych):
Okreslamy indukcyjnie ciag funkcjik(i):

ktO) = Ix,

k(iH) = fk(i),
oraz przyjmujemy umowe

kI-i) = (k(i»-l.
Wezmy pod uwage relacje ~ na elementach zbioruX:

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba calkowita n, taka, ze k(n)(a)= b.
Jak latwo sprawdzic - jest relacja równowaznosci.
Jej klasy abstrakcji to zbiory

D. = {k(n)(a): n fest liczba calkowita},

gdzie a jest dowolnie ustalonym elementemX.
Okreslimy funkcje g i h oddzielnie na kazdym ze zbiorówD. - mozna tak zrobic

z uwagi na twierdzenie 4 (uogólnione oczywiscie). Zauwazmy najpierw, ze
x eD. -+f(x) eD.,

a dokladniej

f(k(n)(a») = k(n+1)(a).

Mamy wiec zastapic dwiema inwolucjami funkcje, która kazdemuk(n)(a) przyporzadkowuje
k("+l)(a).

Beda to funkcje g. i h. okreslone przez warunki:

g.(k(n)(a») = kI-nICa),

h.(k(n)(a») = k(1-n)(a).
Mamy

h.g.(k(n)(a») = h.(k(-n)(a») = k(l-(-n»(a) =
= k(n+ l)(a) = !(/(.(n) (a)).

Pozostaje jeszcze sprawdzic, zeg. i h. sa inwolucjami naD.:

g.g.(k(i)(a») = g.(kH)(a») = k(-(-i»(a) = k(i)(a),

h.h.(k(i)(a») = h.(k(l-i)(a») = k(l-(l-i»(a) = k(i)(a).

I w ten sposób dowód zostal zakonczony.
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