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Z kolei popatrzmy na rosliny. Cale rosliny, lub ich czesci, wykazuja na ogól
symetrie, bardziej nawet zróznicowana niz u zwierzat. Wsród owoców, nasion
i kwiatów znajdujemy przyklady pelnej symetrii sferycznej, symetrii osiowej
trzykrotnej, czterokrotnej, pieciokrotnej, itd. Liscie maja przewaznie symetrie
dwuboczna. Nieliczne kwiaty i chyba tylko lisc wiazu sa istotnie niesymetryczne.
Zauwazmy takze, ze samotnie rosnace drzewa i krzewy formuja sie w przyblizeniu
symetrycznie (o ile tylko nie dzialaja na nie np. silne wiatry z jednego kierunku).
Mozna zadac sobie pytanie dlaczego tak jest. Wyksztalcenie sie u zwierzat
jednakowych konczyn polozonych symeotryczniepo obu stronach ciala
zapewnia regularnosc poruszania sie zwierzecia, jest wynikiem ewolucji. Ale
dlaczego np. liscie wiekszosci roslin sa symetryczne? Mozna postawic hipoteze,
ze chodzi tu o oszczednosc dziedzicznie przekazywanej informacji koniecznej
do odtwarzania sie danego gatunku. Do jednoznacznego okreslenia bryly
geometrycznej o najwyzszej symetrii - kuli - trzeba tylko podac jej promien
(jedna liczbe l). Ze wzgledów funkcjonalnych wszystkie twory zywe nie moga
oczywiscie byc kuliste, niemniej natura dazy w miare mozliwosci do
zredukowania potrzebnej informacji. Popatrzmy na ostatni rysunek. Mamy na nim
przedstawione pól liscia i pól motyla (jak zreszta czesto spotyka sie
w ksiazkach). Czy wystarczy nam to do zrekonstruowania calosci?
Wystarczy, poniewaz wiemy, ze twory te sasymetrycznei w mysli
••dorysowujemy" druga polowe .
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Geometria zbudowana z symetrii
Dr Marek KORDOS

Termin "symetria" uzywany jest potocznie w róznych znaczeniach,
co wiecej, zakres tych znaczen jest dla róznych ludzi rózny. Najczesciej
jednak mysli sie o sytuacji, w której zamiana pewnych elementów miejscami
nic nie zmieni.
W niektórych figurach mozna punkty polaczyc w takie pary, ze zamiana
miejscami punktów w kazdej parze nie zmienia figury. Jesli jeszcze zazadac,
aby ta zamiana bylaautomorfizmem, to znaczy nie zmieniala zadnych zaleznosci
geometrycznych, to otrzyma sie pojecie symetrii uzywane w geometrii.
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Poniewaz automorfizmy w geometrii euklidesowej to znane ze szkoly
podobienstwa, wiec scisla definicja symetrii bedzie nastepujaca:

Funkcje qJ, której argumentami i wartosciami sa wszystkie punkty przestrzeni,
która spelnia dwa warunki: dla dowolnych punktów A, B,C, D

a drugi

qJjest inwolucja.

Mozna wykazac (polecamy to jako zadanie), ze z definicji symetrii wynika,
ze jest ona izometria, tzn. spelnia warunek

i która nie jest tozsamoscia, nazywamy symetria.

Pierwszy z podanych warunków mozna wyslowic:

qJjest podobienstwem,

a;l:b

to qJ(A)qJ(B) = qJ(C)qJ(D),

to qJ(B) = A,

ab = ba

jesli AB = CD,

jesli qJ(A) = B,

oznacza, zeab jest punktem. Istotnie - jest to zlozenie dwu symetrii
osiowych o osiach prostopadlych (dlaczego?}, a wiec symetria srodkowa,
czyli punkt. Oznacza to równiez, zea..L b.
Jesli ab jest punktem, to warunek

abc = cab (lub abc = c.ba)

oznacza, ze punkt ab lezy na prostej c (dlaczego ?), a dla dowolnych
prostych a, b, c warunek

AB = qJ(A)qJ(B),

oraz, ze ma co najmniej jeden punkt staly (jest nim srodek odcinkaAqJ(A)).
Co wiecej, mozna wykazac, ze w przestrzeni trójwymiarowej symetriami sa
tylko symetrie srodkowe, osiowe i plaszczyznowe. W przestrzeni dwuwymiarowej,
czyli na plaszczyznie, symetriami sa wylacznie symetrie srodkowe i osiowe.
Dalej bedzie mowa tylko o plaszczyznie.
Na przelomie XIX i XX wieku matematyk dunski Johannes Hjelmslev
zauwazyl, ze kazde zdanie o symetriach srodkowych i osiowych mozna
interpretowac jako zdanie o punktach i prostych - srodkach i osiach
tych symetrii. Idee te rozwineli glównie matematycy niemieccy,
Kurt Reidemeister, Arnold Schmidt, a w roku 1959 Friedrich Bachmann
wydal monografie, w której o geometrii mówi sie wylacznie za posrednictwem
symetrii osiowych (Aufbau der Geometrie aus dem Spiege!ungsbegriff).
Tak, wylacznie symetrii osiowych, gdyz symetrie srodkowe mozna za ich
pomoca okreslic.

Dalej male litery lacinskie oznaczac beda symetrie osiowe czyli proste.
Przy tej umowie warunek

abc = cba

oznacza, ze maja one wspólny punkt lub wspólna prostopadla (to juz
trudniej uzasadnic, ale warto spróbowac).
Bachmann podaje uklad aksjomatów (warunków) wystarczajacych na to,
aby na ich podstawie zbudowac, wychodzac od pojecia prostej
(= symetrii osiowej), cala geometrie. Podamy tutaj ich tresc, a nie
formalny zapis:
Przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta.

Dwie rózne proste maja co najwyzej jeden punkt wspólny.

Dwie proste maja wspólny punkt lub wspólna prostopadla.

Trzy proste majace wspólny punkt lub wspólna prostopadla mozna zastapic

jedna (co to znaczy?).
Istnieje prostokat (jak to mozna by zapisac?).
Zauwazmy ciekawa ceche tego sposobu uprawiania geometrii_o mozna rachowac
na prostych (bo utozsamiamy je z symetriami, czyli funkcjami). W ten sposób
Bachmann zrealizowal postulat Leibniza, który 300 lat temu wystepowal
przeciwko wprowadzeniu przez Kartezjusza geometrii analitycznej twierdzac,
ze rachunek w geometrii jest rzecza dopuszczalna jedynie wtedy, gdy rachuje sie
na obiektach geometrycznych, a nie na liczbach.
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