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Podstawowe znaczenie zachowuje jednak podzial na ukiady oparty na wiasnosciach
symetrii sieci krystalicznej. Wewnetrzne symetrie krysztalow znajdujg bowiem
odzwierciedlenie w ich makroskopowych wiasnosciach fizycznych. Przy
pomiarach mechanicznych, elektrycznych, czy tez optycznych krysztaly wykazuja
wilasnosci anizotropowe. WielkoS¢ mierzona zalezy od kierunku dokonywanego
pomiaru i w pewnych okre§lonych kierunkach przyjmuje wartosci ekstremalne.
Nietrudno domysli¢ sig, ze kierunki te pokrywaja si¢ z osiami symetrii sieci
krystalicznej. Jedynie krysztaly nalezgce do uktadu regularnego wykazuja
wlasnosci izotropowe.

Matematycznie opisuje si¢ t¢ sytuacje wprowadzajac tzw. tensory. Np. dla
opisania polaryzowalnosci elektrycznej krysztalu musimy w najogdélniejszym
przypadku podaé¢ dziewigé liczb. Liczby te sa wspdlczynnikami wystgpujacymi

w trzech réwnaniach liniowych wiazacych sktadowe wektora polaryzacji P

ze skladowymi wektora pola elektrycznego E i tworza tzw. tensor
polaryzowalnosci elektrycznej. Dla krysztaléw o wyZszej symetrii niektore

z tych wspolczynnikow sa réwne, zatem ich efektywna liczba ulega
zmniejszeniu. W granicznym przypadku krysztalu nalezacego do ukladu
regularnego tensor redukuje si¢ do jednej stalej.

RozpoczeliSmy ten artykut od stwierdzenia, ze morfologia krysztalu okre$lona jest
przez formeg jego elementarnej komérki. Do tego wniosku mozna doj$é

metodg prostej dedukcji i wlasciwie mozna sobie zada¢ pytanie, dlaczego
starozytni filozofowie juz dwa tysigce lat temu nie rozwazali réznych postaci
sieci krystalicznej i jej symetrii. Najwidoczniej po prostu nie zainteresowali si¢
sprawg wyjasnienia regularnoéci ksztaltu krysztalow...

Dualnosé

Dr Marek KORDOS

Wezmy pod uwage teorig, w ktdrej mowi si¢ o obiektach dwojakiego

rodzaju — mamy wigc w niej dwa ‘rodzaje zmiennych, niech bedg to male litery

lacinskie: a, b, ¢, ... dla oznaczenia obiektow jednego rodzaju i duze:

A, B, C, ... dla oznaczenia obiektéw drugiego. Niech nasza teoria méwi

o pewnej relacji migdzy obiektami réZznych rodzajow — oznaczmy te

relacj¢ znakiem |.

Jezeli chcemy napisa¢, 2e dwa obiekty sa w naszej relacji, musimy umiescié¢

oznaczajace je litery obok kreski. Ktory po ktorej stronie? Aby nie

dyskryminowa¢ ani pierwszego, ani drugiego rodzaju obiektéow uméwmy sig, Ze
napis a | A znaczy to samo, co napis A |a.

Teorig o takiej, jak podaliSmy wyzej, budowie nazywamy autodualna,

jezeli spelnia ona warunek:

Zasada dualnosci (syntaktyczna):

Jezeli w twierdzeniu teorii zamienimy wszystkie litery male na duze

(rézne na rozne) i odwrotnie, to otrzymane zdanie bedzie réwniez

twierdzeniem teorii.

Tak wigc teoria samodualna jest bardzo przyjemna — kazdy dowdd daje nam

od razu dwa twierdzenia.

Modele teorii autodualnej, czyli struktury, jakie ta teoria opisuje, tez maja

zalety. Kazdy model teorii 0 budowie opisanej na wstepie jest postaci {u, U, |},

czyli sklada si¢ z dwoch zbiorow i relacji migdzy elementami tych zbiordw.

Jezeli teoria jest autodualna, to prawdziwe jest zdanie:

Zasada dualno$ci (semantyczna):

Jezeli struktura (u, U, | jest modelem teorii, to réwniez struktura (U, u, | >

Jest jej modelem.

A wigc gdy znajdziemy jakis model teorii autodualnej, ,,automatycznie™

mamy i drugi.

Okreslenia ,,syntaktyczna' i ,,semantyczna’ przy zasadach dualnosci

podkreslaly fakt, Zze za pierwszym razem mowiliSmy o napisach, a za

drugim o ich znaczeniu.

No dobrze, ale czy w ogdle istniejg teorie autodualne i czy maja one

jakie§ znaczenie ?



Podamy przyklad takiej teorii podajac jej aksjomaty:
Aks. 1. Dla dowolnych a i b istnieje A, takie, ze a, b | A.
. 2. Dla dowolnych A4 i B istnieje a, takie, ze A, B|a,
Aks. 3. Jedli a,b| A, B, to a=b lub 4 = B.
. 4. Istniejg takie a, b, c,d, A, B, C, D, ze réwnocze$nie zachodzi

a,b|Dib,c|Cic,d|Bid,alA

oraz nie zachodzi ani a | B, ani a|C, ani b| 4,

ani b|B, ani c| A, ani ¢| D, ani d|C, ani d|D.
Teoria ta ma wiele modeli. Migdzy innymi model jej mozna uzyskaé
z plaszczyzny euklidesowej, uzupetniajac kazda prosta dodatkowym
,»punktem” — jej kierunkiem, oraz wprowadzajac dodatkowa ,,prostg’’
ztozong z samych kierunkéw. Wowczas jako u bierzemy zbiér wszystkich
punktow (zwyklych i dodatkowych), jako U — zbiér wszystkich prostych
(zwyktych i dodatkowej), a jako | — relacje lezenia punktu na proste;.
Teoria o podanej aksjomatyce nazywa si¢ geometriq rzutowq i jest uprawiana
szeroko od XVII wieku (pierwszy podrecznik w 1822 roku — Poncelet).
Ale czy jest autodualna? Aby si¢ o tym przekona¢ wystarczy sprawdzié,
ze zamiana liter malych na duze i odwrotnie przeprowadzi nasz uklad
aksjomatow na siebie (1 na 2, 2 na 1, 3 na 3 i 4 na 4 — to ostatnie
tylko nie jest widoczne na pierwszy rzut oka). A wigc i cala teoria, jako
zbior konsekwencji tego ukladu aksjomatéw, nie zmieni sig.
A jak wyglada model dualny do opisanego?

Przedstawione cztery pary rysunkow ilustrujg wzajemnie dualne twierdzenia Pascala i Brianchona.
Boki - wpisanego w elipse
Wierzcholki seeiciokqta opisanego na elipsie
Sytuacj¢ t¢ ilustruje pierwsza para rysunkow.

Na nast¢pnych rysunkach mamy przedstawione sytuacje zdegenerowane, kiedy pewne sasiednie
wierzchotki szedciohals wpisanego pokryly sie faczace je boki stycznymi do
boki opisanego lezg na jednej prostej, ich wspdlne konce punktami
Twierdzenia pozostajg w mocy réwniez dla paraboli i hiperboli.

ich punkty przeciecia lezq na jednej prostej
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staly sig elipsy.

Przeksztalcenia zwane symetriami
Dr Ludomir WEODARSKI

Stowo ,,symetria” w mowie potocznej uzywane bywa w najréZniejszych
kontekstach. Méwi si¢ np. o symetrii w obrazie, o symetrii w budowie utworu
muzycznego, o symetrii we wzajemnych stosunkach migdzy panstwami.

[ Takie uzycie tego stowa jest uzasadnione, gdyz w dostownym tlumaczeniu
»Symetria” znaczy tyle co ,wspélmiernoéé”. W geometrii symetriami nazywa sie
pewnego rodzaju przeksztalcenia. Przyjrzyjmy si¢ symetriom w geometrii.

Niech # bedzie dowolng figura na plaszczyZnie lub w przestrzeni euklidesowej
(figura nazywamy kazdy zbiér punktéw). Wéréd wszystkich wzajemnie
jednoznacznych przeksztalceri tigury % na siebie wyrézniamy izometrie,

czyli takie przeksztalcenia, ktére nie zmieniaja odleglosci migdzy punktami.
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