O kolorowaniu map

Dr Cezary BOWSZYC

Na mapie politycznej jakiego$ kontynentu obszary painstw zwykle kolorowane sa
w ten sposdb, Zze panstwa sasiadujace ze sobg wzdluz pewnej linii granicznej

(lub kilku takich linii) maja rézne barwy. W ubieglym wieku wyraznie
postawiono pytanie: Jaka jest najmniejsza liczba barw wystarczajaca do tego, by
mozna bylo pomalowaé nimi dowolna mape na plaszczyZnie (z zachowaniem
powyzszego warunku)?

Bedziemy zajmowali si¢ jedynie takimi mapami na calej plaszczyZnie, ktdre
zawieraja skonczona liczbg obszaréw o granicach regularnych, zlozonych ze
skonczonej liczby krawgdzi (by¢ moze krzywych) polaczonych w wierzchotkach
i tworzacych zamknigta lini¢ bez przecigé. Za obszar bedziemy réwniez uwazaé
nieograniczong czg§é plaszczyzny. Np. mapa na rysunku 1 zawiera 9
wierzchotkdéw, 14 krawedzi i 7 obszaréw. Na nastgpnych dwdch rysunkach
pokazane sa przyklady map nie speitniajacych zalozonych warunkéw: na rys. 2
jeden z obszaréw sasiaduje ze sobg wzdiuz krawedzi, na rys. 3 brzeg jednego

z obszaréw skiada sig z dwdch linii zamknietych. Zbidr wierzcholkdow i krawedzi
bedziemy nazywa¢ grafem mapy. Przy poczynionych zaloZeniach graf mapy ma tg
wlasno$é, ze mozna przejsc z jednego punktu grafu do dowolnego

innego punktu grafu nie wychodzgc z niego. Méwimy w tej sytuacji, ze graf jest
spojny.

Oznaczmy przez o, liczbe wierzchotkdw, przez o, liczbe krawedzi, a przez «,
liczbe obszaréw rozwazanej mapy. W przykladzie z rys. 1 jest ag—o; + o, = 2.
Okazuje sig, ze dla dowolnej mapy plaskiej o spéjnym grafie zachodzi wzor
Eulera:

do—0y +a; = 2.

(Mozna sprawdzi¢, ze wzor ten zachodzi dla mapy z rys. 2, ale nie zachodzi dla
mapy z rys. 3, bo warto$¢ lewej strony wzoru réwna si¢ 3.)

Wykazemy przez indukcje wzgledem liczby krawedzi «,, ze ogélniej, gdy graf
mapy plaskiej rozpada sig¢ na s skladowych spéjnych, to

to—ay+ot; = 1+5.

Gdy o, = 0, a wiec gdy nie ma w ogodle krawedzi, mamy na plaszczyznie jedynie
oo wierzcholkéw tworzacych graf o s = «, skladowych i jeden obszar: o, = 1.
Zatem w tym przypadku wzér zachodzi. Zalézmy, Ze wzor ten zachodzi dla
dowolnej mapy plaskiej o liczbie krawedzi mniejszej od «, i rozwazmy mape

o liczbie krawedzi «, . Usufimy jedna krawedZ K z grafu. Jezeli K lezy na brzegu
dwdch obszaréw, to po usunigciu K obszary te polacza sig, zatem a, i o, zmalejg
o 1, a 0o i § pozostang takie same. W tym przypadku obydwie strony réwnosci
nie zmienig si¢. Jezeli za$ K lezy na brzegu tylko jednego obszaru (jak na rys. 2),
to po usuni¢ciu K sktadowa grafu zawierajaca K rozpadnie si¢ na dwie, liczba

s skladowych grafu wzroénie o 1, o; zmaleje o 1, a oy i ®; pozostana bez zmian.
W tym przypadku obydwie strony réwnoéci wzrosna o 1. Z zasady indukcji
wynika wiec stusznoéé dowodzonego wzoru, a wigc réwniez wzoru Eulera

(dlas = 1 — por. artykut J. A. Rempaly w Delcie 1/1976).

Mozemy zalozy¢, ze w kazdym wierzcholku naszej mapy schodza si¢ co najmniej
3 krawedzie (bo gdy schodza si¢ tylko dwie, to mozna zlikwidowa¢ wierzcholek
i polaczy¢ te dwie krawedzie w jedng). Liczba par: (krawgdZ — wierzcholek
bedacy jej konicem) jest réwna 22, > 3a, na mocy powyzszej uwagi. Wynika
stad, ze

Mapa zawiera przynajmniej jeden obszar, ktdrego brzeg skiada sig z pigciu lub
mniejszej liczby krawedzi.

W przypadku przeciwnym brzeg kazdego obszaru skladalby si¢ z co najmniej
szeSciu krawedzi i liczac pary: (krawedz — obszar, do ktdrego przylega ta
krawedz) uzyskaliby$my nieréwno$¢ 2a; > 6a,. Uwzgledniajac réwnanie Eulera

. 4 : 2 ¢ 4 2
1 nieréwnosci oy < 3 o, o < ~I— oy mielibySmy 2 = gp—a; +; < 5 o, —0o; +

3 3

- -% o, = 0, co nie jest prawda.



Rozwigzanie zadania F 41. Gdyby$my mieli
tylko jedna elektrode, z ktdrej wyplywa prad J
i przylotyli ja do punktu A, to ze wzgledu na
symetrig sieci prad rozplywalby si¢ jednakowo
we wszystkich czterech kierunkach i ku
punktowi B plyngiby prad o nateieniu /4.
Podobnie, dla samej elektrody zbierajacej
prad I preylotonej do punktu B, galgzig AB
plynglby prad o natgzeniu wynoszacym
réwniez 1/4. Dla dwéch elektrod rozklad
pradow jest sumy rozkladéw od poszczegdinych
elektrod, a zatem przy podiagczenio naszej
sieci do #réddia w punktach A i B przez
odeinek AB bedzie plynal prad o natgieniu
T4+ 14 = I{2. W zwigzku z tym migdzy
punktami A i B bedzie napigcie Uan =
= r+ I[2. Z okreilenia oporu R
mamy Usm = Rap/, a zatem Ran = rf
Zadanie powyisze jest zadaniem bardzo
starym i znanym, jednakze mimo to — ze
wzgledu na l:anizo ciekawe i pouczajace

y ii — zostalo ono
wykorzystane jako jedno z zadan stopnia
wstgpnego XXVI Olimpiady Fizycinej.
Jest rzeczg intercsujycy, de pokrewne zadanie,
gdy punkty A i B nie sg wezlami
najblitszymi, nie daje sig latwo rozwigzaé,
Muszg przyznaé, e na znalezienie np. Rac,
gdzie C jest punll:l.cm pokazanym na rysunku
w tekdci iwigcilem sporo czasu,
ale bez skutku, Moﬂlw jedmk 2e ktod
z Czytelnikdw bedzie mial wigeej szczeicia,
Czytelnikéw, ktérzy znajdg i Rac,
prositbym o nadeslanie rozwigzania do
Redakciji.
MNajciekawsze rozwigzanie zostanie
przedstawione w ,,Delcie”, Termin
nadsylania rozwigzan: 31 lipca br.

Mozna stad wywnioskowaé przez indukcje wzgledem liczby obszarow «,, Ze
Dowolng mape plaskq mozna pomalowaé pigcioma barwami.

Zalézmy wigc, ze twierdzenie nasze zachodzi dla map o liczbie obszaréw mniejszej
niz o, i rozwazmy mape o o, obszarach. Jezeli zawiera ona obszar O sasiadujacy
z czterema (lub mniej) obszarami, to, na mocy zalozenia indukcyjnego, po
pokolorowaniu pozostatych obszaréw pozostanie nam jeszcze jedna z pigciu barw
do pomalowania obszaru 0. W przypadku przeciwnym istnieje obszar O,
sasiadujacy z pigcioma obszarami kolejno O,, O,, 05, O4 i Os (rys. 4). Jezeli O, nie
sasiaduje z 05 i O; # O;, to likwidujac dwie krawgdzie laczymy obszary

0, 0, i 0,, uzyskujac mape o mniejszej liczbie obszaréw i, na mocy zalozenia
indukcyjnego, mozemy ja pokolorowaé. Po wprowadzeniu z powrotem usunigtych
krawedzi stwierdzamy, ze obszary O, i O, majg tg sama barwg. Zatem obszary
sasiadujgce z O s3 pomalowane co najwyzej czterema barwami. Obszar O
mozemy wigc pomalowac nie wykorzystanym kolorem. Jezeli za$ O, i O,
sasiaduja lub O, = 0,, to O, nie moZe sasiadowac z O4 1 0, # Oy (rys. 5).
Wtedy post¢pujemy z obszarami O, O,, O, podobnie jak poprzednio z obszarami
0, 0,, O;. Rys. 6 przedstawia mapg, w ktdrej kazdy z czterech obszarow
ogranlczonych sgsiaduje z kazdym. Takiej mapy nie moZna pomalowa¢ mniej niz
czterema barwami, ale cztery wystarcza. Wobec tego najmmcjsza liczba barw
wystarczajaca do pomalowania dowolnej plaskiej mapy wynosi 4 albo 5. Nasuwa
si¢ pytanie, czy wystarcza cztery barwy.

Rozwazmy dowolna mape na plaszczyZznie. Wewnatrz kazdego obszaru wybierzmy
punkt jako stolicg. Stolice sasiadujacych panstw mozna polaczy¢ krzywa
przecinajacg krawedz, wzdluz ktdrej sgsiadujg te obszary w ten sposob, by
uzyskane krzywe nie przecinaly si¢ ze soba poza stolicami. Otrzymany graf
nazywamy grafem dualnym, a mapeg przezen wyznaczong — mapg dualng.

Rys. 7 ilustruje te pojecia; liniami przerywanymi oznaczone sg krawgdzie grafu
dualnego.

Gdyby$my potrafili znalez¢é mape, w ktérej pie¢ obszarow sasiadowaloby kazdy

z kazdym, rozwiazaniem naszego problemu byloby: potrzeba i wystarczy uzyé
picciu barw. Niestety taka mapa nie istnieje. Gdyby bowiem istniala, to w grafie
dualnym znalezliby$émy podgraf polozony na plaszczyznie o oo = 5 wierzchotkach
polaczonych a; = (3) = 10 krawedziami kazdy z kazdym. Ze wzoru Eulera
liczba obszaréw mapy wyznaczonej przez ten graf wynosilaby a, = 2—ay+a; =
= 7. Kazdy z nich posiadaiby brzeg zlozony z co najmniej trzech krawedzi, wige
20, > 3a, czyli 20 > 21, co nie jest prawdg. Na rys. 8 przedstawiono pigé
punktéw. Nie mozna ich polaczyé na plaszczyznie kazdy z kazdym bez
dodatkowego przeciecia.

Tak wigc nie mamy rozwigzania problemu. Hipoteza, ze cztery barwy wystarcza
do pomalowania dowolnej plaskiej mapy mimo wysitkéw wybitnych umystéw do
niedawna nie byla poprawnie udowodniona ani obalona. Stopniowo wzrastala
liczba n panstw w twierdzeniach typu: Jezeli liczba panstw «, jest nie wigksza od n,
to mape mozna pomalowaé czterema barwami. Udowodniono rozmaite warunki
réwnowaine hipotezie czterech barw. Badano wlasnosci ewentualnych map,
ktérych nie mozna pomalowaé czterema barwami. W ubieglym roku w Stanach
Zjednoczonych udalo sig rozwiazaé pozytywnie problem czterech barw, ale

trzeba bylo odwola¢ si¢ az do pomocy ... maszyn matematycznych; podobno
zycia ludzkiego nie starczyloby do sprawdzenia bardzo wielu mozliwosci...

Idea w uproszczeniu byla taka: Zamiast malowaé obszary mapy mozna malowac
wierzchotki grafu dualnego tak, by polaczone krawedzia wierzcholki mialy
rozmaite kolory. Moina dalcj zalozyé, ze obszary wyznaczone przez ten graf
majg brzegi zlozone z trzech krawedzi, wprowadzajac dodatkowe krawedzie, jak
to pokazane jest na rys. 9 (linie przerywane). Takie mapy krétko nazwiemy
triangulacjami. W tej sytuacji 2a; = 3a,. Jezeli p; oznacza liczbg krawedzi

schodzacych sig w i-tym wierzchotku dlai = 1, 2, ..., ¢, to 20, = E pi-Ze
i=1
wzoru Eulera otrzymujemy 2 = o,— %ml = c{o-——-é— Y pi. Uwzgledniajac, ze
i=1

oo jest sumg o, jedynek, otrzymujemy

3 5=y
i=1



@

Rozwigzanie zadania M 121. Mozemy
prayigé, e dla pewnej liczby a zachodu
réwnoici: a = ,l b=
sin x cos @
gdzie sin = cos @ # 0.
Zachodzi oczywista nieréwnosé,
(cos?m—sina)? = 0,
z ktorej wynika, 2e
cos®a +sin®a = 2 cosdx sinda,
cos *u (1 —sin?x) + sin*w(l — cos?a) =
= 2 cosda sin’a,
cos ‘a+sin‘a > cos*a sin®a + 2cosa sinda +
+sin‘a cos’a,
1 1 1 2
sin*a * cos‘a ” sin?x cosa sina
=i
costa

+

1 1 ( 1 1 )‘
——t e [ — 5
sin‘a cos*a sinx cosx
at+b* 3 (a+b)3, cdn.

Rozwigzanie zadania M 123. Zauwaimy, e
liczba — | jest pierwiastkiem tego rownania,
Zachodzi rownodé
axd4bxt 4 ex® vex?+hxta =

=glx+1) (x*+ Ax? + Bx?+ Ax+ 1),

.m‘o.4=-b;" e SRR

Musimy wige rozwigzaé réwnanie
xt 4 Axd 4 Bxli Ax+1 =0,

Réwnhnie to jest réwnowazne rdwnaniu
S0 & I
Xt —FA(x+—]| +B=0,
X x
gdyi zero nie jest jego pierwiastkiem.

1
Podstawmy x+ = Jest wowczas

1
¥4 — =2,
X
skad y* ~2+ Ay + B = 0. Do rozwigzania
tego rownania wystarczajg cztery dzialania

Wl.ﬂ'll!lﬂ:me i wyciagganie pierwiastkéw
k ych. Podobnie jest z rowi iem

1
x4+ -;- = y, rOwnowainym réwnaniu

x3=yx+1 =0, co kofczy dowdd.

(dlaczego?),

Wzér ten podal A. B. Kempe juz w koricu ubieglego wieku. Wynika z niego
m.in., ze kazda triangulacja musi zawiera¢ wierzcholki, w ktérych schodzi si¢ nie
wigcej niz pig¢ krawedzi (co w dualnej formie udowodniliSmy juz wczesniej).
Gdyby istnialy triangulacje nie dajace si¢ pomalowa¢ czterema barwami, to
istnialaby wsréd nich triangulacja minimalna, tzn. o najmniejszej ilodci
wierzcholkéw. Kempe udowodnit, ze w triangulacji minimalnej nie moga wystapi¢
wierzchotki, w ktérych schodzi si¢ mniej niZ pig¢ krawedzi, skad wynika, Ze

w triangulacji minimalnej musialoby wystapi¢ co najmniej 12 wierzchotkéw
pieciokrotnych, skad (juz nie tak prosto) wynika, Zze w takiej triangulacji co
najmniej jeden wierzcholek pieciokrotny musialby sasiadowaé badz

z pigciokrotnym, badZ z szesciokrotnym ...

Rozwazania tego rodzaju doprowadzily do stworzenia pojecia zbioru
nieuniknionego t.j. listy konfiguracji (graféw) o nastgpujacej whasnosci: gdyby
istniala triangulacja minimalna, to musialaby ona zawiera¢ przynajmniej jedng
konfiguracjg z tej listy. Znane sa przyklady réznych zbioréw nieuniknionych:
najprostszy z nich to lista jednoelementowa, na ktdrej wystgpuje konfiguracja
ztozona z jednego wierzcholka o krotnoéci 5 i pieciu polaczonych wierzchotkéw
sasiednich.

Konfiguracja nazywa si¢ redukowalng, jesli nie moze ona wystapi¢ w zadnej
triangulacji minimalnej. Najprostszy przyklad konfiguracji redukowalnej to —
jak wynika z tw. Kempego — konfiguracja zlozona z wierzcholka
czterokrotnego i jego sgsiadéw. Na ogél sprawdzanie redukowalnosci jest
zadaniem bardzo praco- i czasochlonnym.

G. D. Birkhoff zauwazyt w r. 1913, Ze twierdzenie o czterech barwach byloby
udowodnione, gdyby udatlo si¢ podaé przykiad zbioru nieuniknionego ztozonego
z samych konfiguracji redukowalnych: z istnienia takiej listy wynikaloby, Ze nie
moze istnie¢ triangulacja minimalna, a wiec tym bardziej nie moze istnie¢
jakakolwiek triangulacja nie dajaca si¢ pomalowaé czterema barwami.
W znalezieniu takiej listy dopomégt fakt, ze wzér Kempego mozna interpretowaé
w sposéb ... elektryczny: z kazdym wierzchotkiem triangulacji zwigzana jest
liczba 6 —p;, ktérg mozna traktowac jako tadunek elektryczny, znajdujacy si¢
w tym wierzchotku. Roztadowanie grafu polega na przemieszczaniu tadunkdéw
dodatnich pomigdzy wierzcholkami, a graf uznaje sie za rozladowany,
jesli we wszystkich wierzcholkach sg tadunki niedodatnie. Wz6r Kempego
orzeka wige, ze kazda triangulacja nie da sie w pelni roztadowaé.
K. Appel i W. Haken opisali pewien algorytm D (stuzacy do roztadowywania
grafu) oraz sporzadzili listg 4 (liczacg 1936 konfiguracji), o ktérych udowodnili, Ze
Jjesli triangulacja minimalna nie zawiera Zadnej konfiguracji z listy A, to daje sig
rozladowaé przy pomocy algorytmu D,
Poniewaz jednak zadna triangulacja nie daje sie roztadowad, to twierdzenie to
orzeka po prostu, ze 4 jest zbiorem nieuniknionym. Jednocze$nie za$ metoda
budowania konfiguracji nalezacych do A pozwalala przypuszczaé, ze kazda z tych
konfiguracji jest redukowalna. Nalezalo to sprawdzi¢. W zasadzie wiadomo bylo, jak to
zrobi€ i rzecz sprowadzala si¢ do przeprowadzenia ogromnie pracochtonnych, ale
mechanicznych analiz. Tu wlasnie dopomogly odpowiednio zaprogramowane
komputery.

*

Nasza Ziemia jest kulg i mozna by pytaé o liczbe barw dla map na
powierzchni kuli czyli sferze, albo jeszcze ogdlniej na dowolnej powierzchni.
Rys. 10 pokazuje, Ze jezeli ze sfery usuniemy jeden punkt, np. biegun péinocny,
to reszt¢ powierzchni kuli bgdziemy mogli przez rzutowanie z tego bieguna
odwzorowac wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne. Mapie na sferze bedzie
odpowiadata mapa na plaszczyznie i widaé, ze liczba barw dla map sferycznych
Jest taka sama jak dla plaskich, a wigc wynosi 4.

Jest rzecza dziwna, Ze analogiczne zagadnienia dla innych powierzchni zostaly
rozwigzane wezesniej (w 1968 r. przez G. Ringela i I. W. T.Youngsa, bez uciekania
si¢ do pomocy maszyn matematycznych), podczas gdy najprostsze powierzchnie:
sfera czy plaszczyzna najdluzej stawialy opér w wyjawieniu swych tajemnic.
Trudnosci w przypadku innych powierzchni zreszta polegaly na czym innym: nie
na tym, by wykazaé, ze kazda mape¢ moina pomalowaé odpowiednia ilocig
koloréw (znana juz P. J. Heawoodowi w koricu ubieglego wieku), ale na tym, by na
powierzchni wskaza¢ mapg o tylu obszarach pararm sasiadujgcych ze sobg.

Okazuje si¢ np., ze dla map na torusie czyli ,,detce” najmniejsza liczba barw
wynosi 7. Rys. 11 podaje przyklad mapy na torusie ztozonej z 7 obszaréw,

z ktérych kazde dwa sgsiaduja ze soba.



