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Odstapienie od zasady równomiernego skalowania osix-ów i y-ów moze przyniesc istotne
korzysci równiez z punktu widzenia rozwazan czysto matematycznych.

Przyjrzyjmy sie najpierw (rys. 4) wykresowi funkcjiy = +x3-x w "normalnie" wyskalowanych

osiach x, y; widzimy, ze wykres ten ma te sama "forme", co rozwazane poprzednio wykresy na
rys. l, i mozna go w opisany wyzej sposób zdeformowac do któregokolwiek z wykresówf" f2.

- .. zatem po odpowiednim doborze skal wykresy te moga byc wykresami funkcjiy = + x·--x.

2. Forma funkcji w matematyce
Uchwycenie powyzszej intuicji "formy" bardzo czesto jest celem poczynan matematyków.
Kogokolwiek uczono analizy matematycznej, ten nieraz mial do czynienia z zadaniem: zbadac

przebieg funkcji. W takim zadaniu chodzi o ustalenie przedzialów, w których funkcja maleje,
w których rosnie, czy wystepuja maksima lokalne, minima, punkty przegiecia etc. Przypatrzmy
sie teraz dwom funkcjom, do których stosuje sie nastepujacy opis slowny: najpierw funkcja
monotonicznie rosnie (w pewnym przedziale od-00), osiaga maksimum lokalne, maleje
monotonicznie w skonczonym przedziale, osiaga minimum lokalne, ponownie rosnie
monotonicznie (do+00). Na rysunku 2 podalismy wykresy dwu funkcji, do których stosuje sie
powyzszy opis. Oceniajac wizualnie te wykresy stwierdzamy, ze forma ich ma "cos wspólnego".
Bedziemy dazyc do matematycznego sprecyzowania istoty tego ich podobienstwa.

Rysunek 3 przedstawia pewien sposób zdeformowania plaszc7;yzny wykresu, przy którym
wykres f, przejdzie na wykresf2'

Przedstawiona deformacje przeprowadzamy w ten sposób, by linie równolegle do osi y-ów po
deformacji równiez pozostaly liniami prostymi równoleglymi do tej osi, podobnie jest z liniami
równoleglymi do osix-ów. Linie opatrzone poszczególnymi numerkami na górnym wykresie
przechodza na linie o tych samyco numerkach na dolnym wykresie. Powyzsze ponumerowanie
mozemy zinterpretowac jako pewien"sposób "wycechowania" osi x-ów i y-ów (w takim sensie,
w jakim sa wycechowane skale fizycznych przyrzadów pomiarowych). Dzieki takiemu
wyskalowaniu osi x-ów i y-ów nasze wykresy mozna zinterpretowac jako graficzne
przedstawienie pewnej funkcji rzeczywistej (która liczbom przyporzadkowuje liczby). Zauwazmy
teraz, ze przy tak przyjetych wyskalowaniach osi wspólrzednych wykresy na rys. 3 sa wykresami
tej samej funkcji. Sposób wyskalowania osi na górnym wykresie bedziemy sklonni uznac za
"naturalny" - kolejnym liczbom calkowitym odpowiadaja punkty w równych odstepach. Czy
musimy zawsze trzymac sie tej zasady? Jezeli ktokolwiek z Czytelników mial kiedys okazje
ogladac przyrzad zwany higrometrem wlosowym, ten mógl sie przekonac, ze uzywane sa
podzialki, gdzie kreski odpowiadajace liczbom o jednakowych róznicach nie sa rozmieszczone
równomiernie. Jednostki wilgotnosci uzywane przez fizyków sa adekwatniejsze, anizeli jednostki
wynikle z równomiernego wyskalowania podzialki higrometru wlosowego.

3. Pojecie typu funkcji

1. Ilosciowo a jakosciowo
Przyjelo sie pows:rechnie, ze tylko wtedy dana dziedzina wiedzy jest scisla, gdy dostarcza ona

opisu ilosciowego. N mysl utartych stereotypów idealem wiedzy scislej jest fizyka, gdzie ciagle
cos sie mierzy, oblicza, zas ukoronowaniem wyników badan jest formula ilosciowa, do której
mozna podstawiac dane liczbowe. Mozna czasem uslyszec jako podstawowa zasade fizyki:
"fizyk moze w odpowiedzialny sposób mówic tylko o rzeczach, które jest w stanie mierzyc".
Mierzenie jest to przyporzadkowywanie liczby ukladowi fizycznemu w okreslonym stanie.
A zatem liczba mialaby stanowic ostateczna potrzebe ludzkiego intelektu?
Fizycy eksperymentatorzy w swojej ciezkiej pracy bardzo lubia poslugiwac sie wykresami. Jest
nasza ludzka cecha, ze poslugujac sie wykresami jestesmy znacznie operatywniejsi niz gdybysmy
poslugiwali sie wylacznie danymi liczbowymi. Ale czy nie chodzi w tym przypadku o cos
glebszego?
Rene Thom przedstawi! nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie eksperymentatora dokonujacego
pomiarów, który wyniki pomiarów przedstawi! pózniej za pomoca wykresów. Przypuscmy, ze
w wyniku kolejnych eksperymentów uzyskal on krzywek" k2, k3 takie, jak na rys. 1. Patrzac na
wykresy bedzie on sklonny uznac, ze zjawisko scharakteryzowane krzywak I ma wiele wspólnego
ze zjawiskiem, któremu odpowiadak2, zas zjawisko zwiazane zk3 ma raczej odmienny
charakter. Podstawa takiej oceny jest podobienstwo formy krzywychk" k2, pomimo faktu, ze
k, ilosciowo jest bardziej zblizone dok3 anizeli do k2• Okazuje sie, ze zycie bardzo czesto

przyznaje racje takiej intuicji, opartej na podobienstwie formy.
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Dzieki swobodzie doboru skali majac dany wykres mozemy interpretowac go jako graficzne
przedstawienie funkcji o bardzo prostym zapisie. a wiec bardzo wygodnej w operowaniu nia.
Rysunek 5 przedstawia wyskalowanie osi wspólrzednych, przy którym wykresf, z rys. 2 jest

wykresem funkcji y = !- x' -x. Uzyskujemy je nastepujaco: niechaoznacza punkt3

stanowiacy lokalne maksimum wykresuf,. b jego minimum lokalne. Punktowia musimy

przyporzadkowac zatemy = ~. zas punktowi b wartosc y = - ~ (takie sa wartosci funkcji3 3

Y = 2- x' - x w jej maksimum lokalnym i minimum lokalnym). Pozostale wartosciy3

dobieramy tak, by uzyskac zwykla skale "równomierna" (w przypadku wykresu tego typu, cof,
jest to dopuszczalne). Wówczas wartosci na osix-ów sa jednoznacznie okreslone przez warunek,

ze danej wartosci y odpowiada x spelniajace y = 2- x'-x (funkcja y = ~_x'-x jest3 3

wzajemnie jednoznaczna w przedzialach: od -.ex) do - l. od -1 do + l oraz od l do + ex)).

W analogiczny sposób nasz wykresf, moze odpowiadac funkcjiy = xS-x albo funkcji'y =
= x7 -sin x. albo ...• ale nie moglibysmy posluzyc sie np. funkcjay = x.
Zanim przystapimy do wykazania tego ostatniego. zauwazmy. ze to co okreslilismy jako
"wyskalowanie osi" mozna zdefiniowac jako wzajemnie jednoznaczne odwzorowanic tcj osi
(czyli prostej euklidesowej) na zbiór liczb rzeczywistych; przeksztalcenie takie przyporzadkowuje
kazdemu punktowi osi pewna liczbe rzeczywista.
Przypuscmy teraz. ze istnieje mozliwosc takiego wyskalowania osi ukladu wspólrzednych dla

funkcji y = .!.. x'-x oraz takiego wyskalowania osi dla funkcjiy = x. ze przy tych3

wyskalowaniach obu funkcjom odpowiada ten sam wykres. Niechhl i gl beda takimi

wyskalowaniami odpowiednio osix-ów i osi y-ów dla funkcji y = .!.. x'-x. a h, i g, - dla
3

funkcji y = x. Oznaczmy przezh zlozenie h,o hl-l. niech g = gl-log,. Odwzorowania te
przyporzadkowuja liczbom liczby i sa wzajemnie jednoznaczne (poniewaz z zalozenia hl.h,.
KI. g, sa wzajemnie jednoznaczne). Zalozenie. ze przy przyjetych wyskalowaniach obie nasze
funkcje maja ten sam wykres oznacza teraz, ze

1
dla kazdego x:- x' - x = g o h (x).

3

Jest to jednak niemozliwe, poniewaz po prawej stronie mielibysmy funkcje wzajemnie

jednoznaczna. zas funkcjay = 2- x3 - x taka nie jest. Mozemy powiedziec. ze funkcjey =
3 ..

= 2- x'-x oraz y = x maja rózny tyP. ich wykresy maja rózna "forme". Sprecyzujemy to3

w nastepujacej definicji:

Definicja. Mówimy. ze dwie rózniczkowalne funkcje rzeczywistefI, f, maja ten samtyp'

(typologiczno-rózniczkowy). jesli istnieja dwie funkcjeh. g odwzorowujace wzajemnie jednoznacznie
zbiór liczb rzeczywistych na caly zbiór liczb rzeczywistych. spelniajace równosc:

tzn. dla kazdego x fI (x)= g (f,(~(x))).

x

Rys. 7

Zakladamy przy tym, ze kazda z funkcjih. g ma ciagla pochodna. i ze te sama wlasnosc maja
funkcje odwrotne do nich. Funkcjeh. K (ogólniej - odwzorowania) spelniajace warunki podane
w powyzszej definicji matematycy nazywajadiffeomorfizmami.

Warunki. jakie nalozylismy nah i g w powyzszej definicji wyrazaja zadanie. by dopuszczac
tylko takie sposoby wyskalowania osix, y, przy których wykres funkcji wszedzie
rózniczkowalnej bedzie wszedzie gladki. bez ostrych zalaman. a takze by funkcja o tym samym
typie co funkcja rózniczkowalna równiez byla rózniczkowalna.

Na rysunkach 6-9 mamy przyklady funkcji majacych rózne typy.

•Profesor A. Trautman wielokrotnie wyrazal
ubolewanie nad maszkarno ci.! tego potworka
j~zykowego. którego pierwszy czlon (diffeo-)

zostal wziety z laciny, zas drugi (-morfizm)
z greki.

Podobne ubolewanie wyrazal profesor
R. Sikorski z powodu traktowania
przedrostka diffeo -jako lacinskiego, gdy1-.

Rzymianie nie znali takiego zwrotu - pisali
natomiast differo-.

Na marginesie dodam. ze jeszcze
pr7Crazliwiej brzmi "wiazka kostyczna",

gdzie zlepiono lacinski przedrostek "co" ze
"styczna".
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Rys. 10

u
równanie R = - (ebl/2+e-bl/2 ) (przy czymO < u < R, zas R, t> O) ma dokladnie jedno

2

rozwiazanie ze wzgledu nab (sprawdzenie tego polecam jako cwiczenie dla Czytelnika, nalezyl
posluzyc sie pomocnicza zmiennas = ebr/2 i zauwazyc, ze --= e-bl/2) przy zalozeniub > O.s

Oznaczmy przezb. tak znaleziona wartoscb odpowiadajaca danemuu. Zatem kazdej wartosciu
odpowiada jednoznacznie funkeja postaci

Opiszemy teraz przyklad pewnego zjawiska fizycznego, dla którego istotna role w jego
wyjasnieniu odgrywa wlasnie wprowadzone wyzej pojecie typu topologicznego funkcji.
Niech beda dane dwa identyczne pierscienie z cienkiego drutu w ksztalcie okregu. Ustawmy je
równolegle do siebie, tak by linia laczaca ich srodki byla prostopadla do ich phiszczyzn
(rysunek 10). Jezeli w takiej pozycji zblizymy je dostatecznie do siebie i zanurzymy w roztworze
mydla, to po wyjeciu uzyskamy blonke z tego roztworu, laczaca pierscienie (rys. 10). Obserwujac
ksztalt tej blonki stwierdzamy, ze nie stanowi ona powierzchni bocznej walca, lecz jest w srodku
przewezona. Wynika to z fizycznej zasady minimalizacji pola powierzchni blony (por.Mala

Delta 7f 1976), bowiem powierzchnia boczna walca sposród powierzchni rozpietych na
powyzszych pierscieniach wcale nie ma najmniejszego pola. Bardzo latwo mozemy o tym sie
przekonac obliczajac powierzchnie boczna dwóch stozków scietych, takich jak na rys.II (pod
warunkiem, zer nie bedzie zanadto róznilo sie odR). Metod rozwiazania problemu
powierzchni o minimalnym polu dostarcza dziedzina zwana rachunkiem wariacyjnym.
Sprowadza ona tego typu problemy "minimalizacji" do problemu rozwiazania pewnych równan
rózniczkowych, tzw. równan Eulera-Lagrange'a. Blizsza analiza pokazuje, ze powierzchnia
o minimalnym polu musi byc powierzchnia obrotowa, powstajaca przez obrót pewnej krzywej
plaskiej laczacej pierscienie wokól osi laczacej srodki pierscieni.
Wybierzmy zatem jedna plaszczyzne przechodzaca przez os ukladu. Problem sprowadzilismy do
znalezienia wlasciwej krzywej laczacej dwa punkty pierscieni (patrz rys. 12). Wprowadzamy
w plaszczyznie przekroju wspólrzedne(x, y) tak, by osx przechodzila przez srodki pierscieni, a osy

lezala w równej odleglosci od nich. PunktyAj A', B, B' sa punktami przekroju naszych pierscieni
z r o z waz a n a plaszczyzna. Wykres poszukiwanej funkcji musi przechodzic przez punktyA, B.

Otóz wykazemy teraz, ze z punktu widzenia rachunku wariacyjnego nasz problem
znalezienia krzywej przekroju jest tozsamy z problemem znalezienia ksztaltu swobodnie wiszacego
jednorodnego lancucha. Z podstawowych zasad mechaniki wiemy, ze taki lancuch znajdzie sie
w polozeniu równowagi tylko wtedy, gdy jego energia potencjalna osiagnie minimalna wartosc.

Rozpatrzmy "element" lancucha o dlugosci ds= V1+ (dyfdx)2dx. Jego energia potencjalna

jest równa dm.g.y = g,e.y.ds = g.e.y V1+ (dyfdx)2dx, gdzie e oznacza mase lancucha na
jednostke jego dlugosci. Z kolei rozpatrzmy fragment naszej powierzchni obrotowej zawarty
miedzy plaszczyznami prostopadlymi do osix-ów i przecinajacymi te os w punktachx oraz
x + dx. Pole powierzchni takiego fragmentu jest równe iloczynowi jego szerokosci ds=
)/1 + (dyfdx)2dx przez jego dlugosc2ny. Zatem w obydwu przypadkach mamy problem

1/2

zminimalizowania funkcjonalu postaci C ~Y Vi + (dyfdx)2 dx, gdzie C w przypadku lancucha
-1/2

równe jestge, w przypadku naszej blony C= 2n. Funkcjonaly rózniace sie o staly
wspólczynnik osiagaj a swe minimalne wartosci na tych samych funkcjach; podobnie dwie funkcje
rózniace sie o staly wspólczynnik dodatni osiagaja swe minima w tych samych punktach. Ogólne
rozwiazanie problemu krzywej lancuchowej podal dr W. Kufel w siódmym numerze Delty
z lipca ub. roku poprzez bezposrednia analize warunków równowagi wiszacego lancucha.

a
W wyniku uzyskal on nastepujacy wzór:y= - (ex/a + e-x/a). Funkcja takiej postaci bedzie2

stanowila rozwiazanie i naszego problemu, jezeli tylko bedzie sie dalo dobrac takiea, dla
którego wykres powyzszej funkcji bedzie przechodzil przez punktyA, B (rys. 12), tzn. a bedzie

4, O rozpinaniu blony mydlanej na dwóch pierscieniach

a
spelnialo równanie R = -- (el/2a + e-I/2a).

2

Dokonamy teraz pewnego manewru, mianowicie powyzsze równanie wzgledema (jest to
u

równanie niealgebraiczne) przepiszemy w postaci ukladu dwóch równan:R = -- (ebl/2 +2

l
+e-bl/2), u = -, gdzie niewiadomymi sau, b. Zauwazmy teraz, ze dla danych wartosciR, t, u
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(Dokonal on szczególnego wyboru stalych
C1C l.) Oznacza to, ze posród funkcji takiej
postaci mozemy poszukiwac rozwiazania
naszego problemu. Okazuje sie, ze w naszym
przypadku musimy przyjac C, = O (i nie
jest to kwestia swobodnego wyboru).

Natomiast wybór C1 = Owiaze sie w naszym
przypadku ze szczególnym ukladem
wspólrzednych.

Pomimo identycznej postaci funkcjonalu do

zminimalizowania opisane problemy

wariacyjne sa jednak rMne. Wiszacy lancuch

bowiem osiaga minimum energii
potencjalnej dla wszystkich jego polozen

przy ustalonej jego dlugosci, jest to przyklad
tzw. minimum warunkowego. Zatem klasa

funkcji dopuszczanych tu do konkurencji
jest wezsza i dlatego zbiór rozwiaza.n bedzie
szerszy. Mozna to zilustrowac na przykladzie
funkcji y = x1_ y2. która na plaszczyznie
zmiennych x, y nie ma minimów, zas po
obcieciu jej do osix-ów (y = O) punkt (0,0)

staje sie miejscem minimum funkcji obcietej.
Rozwazania W. Kufla doprowadzily do

wniosku. ze wszystkie mozliwe krzywe
lancuchowe sa postaci

u
y = _ (eb.x/2+e-b•X/2)

2 .

Ostatecznie pozostaje nam wiec ustalenie wlasciwej wartosciu, tj. tej, przy której nasza
powierzchnia obrotowa osiagnelaby minimalna wartosc swego pola (o ile taka istnieje).
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Zauwazmy, zeu mozemy interpretowac jako wartosc zmiennejy, która przyjmuje odpowiadajaca
ej funkcja w punkcie x = O. Mamy wiec do czynienia z rodzina funkcji "numerowana"
punktami na osiy-ów z przedzialu O < y < R (rysunek 13). Wartosci granicznejy = R
odpowiada sytuacja, w której nasza powierzchnia degeneruje sie do powierzchni bocznej walca.
Przy u zblizajacym sie do zera nasza powierzchnia coraz bardziej upodabnia sie do dwóch
membran wypelniajacych wnetrza pierscieni i polaczonych osiowo cienka rurka, której grubosc
maleje do zera. Dlau = O nasza powierzchnia degeneruje sie wiec do dwóch oddzielnych
membran, wypelniajacych wnetrza pierscieni.
Kazdej wartosci u zatem jednoznacznie odpowiada krzywa wyznaczajaca powierzchnie
obrotowa, której wartosc pola powierzchni zapiszemyS(u). Mamy zatem funkcje S= S(u),

która jest ciagla i rózniczkowalna. Funkcja ta ma wartosci graniczne:2nR2 dla u -+ O oraz
2nRt dla u -+ R (dlaczego?). WartoscUo odpowiadajaca minimum tej funkcji (rys. 14) jest
"numerkiem" powierzchni z naszej rodziny, która bedzie zrealizowana przez fizycznie istniejaca
blone mydlana. Gdybysmy wykres funkcji S= S(u) wykonali tak, by mogla po nim toczyc sie
kulka (zakladajac, ze pion wyznacza os S), wówczas wartosciUo odpowiada
polezenie stabilnej równowagi kulki, jak to symbolicznie zaznaczylismy na rysunku. FunkcjaS(u)

zalezy oczywiscie od odleglosci miedzy pierscieniami. Dlatego przy zmieniajacej sie odlegloscit
bedziemy mieli rodzine funkcjiS,(u), parametryzowana przezt.

5. O "katastrofalnym" peknieciu blony mydlanej

bJ. ! cm
u. u6c=ou. ut:1Q:=::Ou. ut:1 ~'~: : 7;,~

u. u
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Rene Thom (ur. 1923), najwybitniejsza

indy" idua!nosc matema.yczna drugiej

polowy XX w. Swoimi wynikami wywarl

osromny wplyw na oblicze matematyki
wspólczesnej: polozyl podwaliny bardzo

obszerneao obecnie dzialu topoloaii
rózniczkowej - teorii kobordyzmów (ok.
1954 r.l, za co dostal w l958 r. medal
Fie1dsa. Swoim twierdzeniem o

transwersalnosci (ok. 1956) przyczynil sie do
zapoczatkowania teorii osobliwosci jako

samodzielnej dziedziny o silnych,
specyficznych dla niej metodach.

Swoim przypuszczeniem o prawdziwosci

twierdzenia przysotowawczego
Weierstrassa dla funkcji rzeczywistych klasy

Cctl przyczynil sie do powstania nowej

dziedziny zwanej analiza rózniczkowa.

W osromnym stopniu wplynal on na

uksztaltowanie oblicza tzw. teorii gladkich
ukladów dynamicznych (tw. o nieistnieniu

slobalnych calek pierwszych).

Jeso naislosniejszym osiasnieciem jest

wytyczony przezen program matematycznej
teorii morfoaenezy. zwanej potocznie "teoria
katastrof".

Wniósl wiele interesujacych mysli do filozofii
matematyki.

Przesledzimy teraz, jak bedzie zmieniac sie funkcjaS,(u) przy systematycznie rosnacymt
poczynajac od wartosci bliskiej zeru. Ewolucje te bedziemy systematycznie konfrontowac
z fizyczna sytuacja blony rozpietej na pierscieniach. Na rysunku 15 mamy "historyjke obrazkowa",
która bedziemy przegladac od góry do dolu. Z prawej strony mamy uklad fizyczny, z lewej -
odpowiadajaca mu funkcjeS,(u). W poczatkowej sytuacji, gdyt < R, prawy koniec wykresu
S,(u) znajduje sie nizej niz lewy, bowiem wówczas2nRt < 2nR2, wartosc odpowiadajacaUo

stanowi minimum absolutneS,(u). Przy wzroscie t podnosi sie prawy koniec wykresu, podnosi
sie i przemieszcza w lewo jego minimum ~Uo, co objawia sie w mocniejszym przewezeniu
blony na srodku jej dlugosci. Dochodzi do tego, ze minimum lokalne wUo przestaje byc
minimum absolutnym funkcjiS,(u), jednak w dalszym ciagu jest ono fizycznie realizowane
przez blone mydlana, bowiem przejscie do innychu musialoby odbywac sie wbrew dzialaniu sil
napiecia powierzchniowego. Tak samo kulka znajdujaca sie wUo nie moze tego miejsca opuscic,
dopóki jest tam minimum lokalne, nie moze bowiem toczyc sie pod góre. Wreszcie przy
odpowiednio duzymt wykres funkcji S,(u) "wyprostowuje sie" do tego stopnia, ze minimum
lokalne w Uo przestaje istniec: nasza kulka zaczyna gwaltownie sie staczac dazac dou = O.

Odpowiada temu przejscie katastrofalne w naszym ukladzie fizycznym: w pewnym momencie
blona zaczyna gwaltownie sie zwezac w swej srodkowej czesci, az dochodzi do przerwania jej
ciaglosci, w wyniku czego przybiera ona postac dwóch membran wypelniajacych wnetrza
Rierscieni. Przy dalszym wzrosciet funkcja .'1,(1/) staje sie coraz szybciej rosnaca funkcja
monotoniczna, zas w ukladzie fizycznym panuje sytuacja zdegenerowana, odpowiadajaca kresowi
dolnemu wartosciS,(u) na odcinku O < u < R.

Moment katastrofalnego przejscia, które drastycznie zmienilo sytuacje w rozwazanym ukladzie
fizycznym jest dokladnie tym momentem, w którym funkcjaS,(u) zmienila swój typ
topologiczny. Do momentu krytycznego funkcjaSr(u) miala typ topologiczny funkcjiy = u3-u,

natomiast po jego przekroczeniu ma ona typ funkcji scisle monotonicznie rosnacej,
reprezentowany przezy = u. Gdybysmy dla kazdej wartoscit odpowiednio dobrali sposób
numerowania alternatywnych powierzchni parametremu, wówczas wyrazenieS,(u) przybraloby
nastepujaca, "kanoniczna" postac:S,(u) = u3 + (t-to) u. Z punktu widzenia "katastrof

elementarnych" Thoma w opisanym przykladzie mielismy do czynienia z przejsciem katastrofalnym
"falda", jest ono naj prostsze sposród elementarnych katastrof. W przyszlosci opowiemy o nich
bardziej szczególowo.

6. Konkluzja
Opisany wyzej przyklad stanowi ilustracje, w jaki sposób mozna pogodzic dwie pozornie
przeciwstawne zasady filozoficzne: z jednei strony mamy tzw. zasade Leibniza, mówi ona, ze
jezeli jakies parametry ilosciowe ukladu fizycznego sa zalezne, to zaleznosc ta jest ciagla (o ile
oczywiscie parametry te okreslimy w dostatecznie naturalny sposób). Zasada Leibniza odegrala
ogromna role w fizyce, zwlaszcza w mechanice kwantowej korzysta sie z niej w sposób jawny
("warunki zszycia"). Z drugiej strony filozofowie dialektycy glosza, iz "przejscia skokowe sa
prawidlowoscia rozwoju", jako przyklad podaja oni proces ogrzewania wody, który w pewnym
momencie doprowadza do gwaltownego przejscia w stan lotny.
Przyjrzyjmy sie, co sie dzieje w krysztale ciala stalego, systematycznie podgrzewanym. Zmieniaja
sie w nich parametry takie jak: predkosci poszczególnych molekul, ich polozenia, srednia
predkosc molekuly etc. Wszystkie te wielkosci zmieniaja sie w sposób ciagly. Kazda molekula
porusza sie w rejo_nie swego wezla sieci Bravais. W miare wzrostu temperatury molekuly
poruszaja sie coraz szybciej i coraz wiekszy obszar jest penetrowany przez poszczególne molekuly.
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Dochodzi do momentu, kiedy pojecie sieci Bravais dla scharakteryzowania ruchu molekul traci
sens: molekuly uzyskuja swobode poruszania sie po calym rejonie wypelnianym pierwotnie przez
krysztal. Mówimy wówczas, ze krysztal ulegl stopieniu. Widzimy wiec, ze la
skokowa przemiana, jaka jest topnienie, polega na zmianie charakterystyk topologicznych ruchu
poszczególnych molekul, ilosciowych skoków tu nie ma.
Celem sprostowania nieporozumien, jakie narosly wokól teorii Thoma, podkreslam: w teorii tej
nie ma miejsca na nieciaglosci takie, jak na rysunku obok. W gre wchodza tam wylacznie
nieciaglosci wlasnosci jakosciowych. Zwrócmy uwage, ze wyrazenieu3 + lu, w którym obecna
jest nieciaglosc polegajaca na skokowej przemianie typów topologicznych, pod wzgledem
zaleznosci od parametrówu, I jest wzorowym przykladem "porzadnej" funkcji w sensie jej
"zwyklej" ciaglosci, rózniczkowalnosci etc. Tylko takimi funkcjami i odwzorowaniami operuje
teoria Thoma.

Z opisanego wyzej przykladu wynika jeszcze inny moral. Mozna wyobrazic sobie fizyka, który
bedzie staral sie wyjas'1ic opisane zjawisko wysuwajac hipotezy o zmieniajacym sie charakterze
sil napiecia powierzchniowego przy malejacej grubosci blony, mozna sobie wyobrazic, jak
bedzie on budowal coraz bardziej skomplikowane modele na poziomie molekularnym.
Otóz Thom wskazuje, ze byc moze taki wlasnie blad popelniaja wspólczesni biologowie
urzeczeni postepami biochemii i biologii molekularnej, którzy podswiadomie uwierzyli, ze na
molekularnym poziomie znajda wyjasnienie "tajemnicy zycia". Wiele wskazuje na to, ze szereg
zjawisk fizjologicznych znajdzie swoje wyjasnienie w globalnych wlasnosciach zywego
organizmu, nawet bez potrzeby odwolywania sie do poziomu komórkowego, tak jak opisane
przez nas zjawisko znajduje wyjasnienie w globalnej geometrii ukladu.

Kosmologia geometryczna, czyli ewoluujaca geometria

Dr hab. Bronislaw KUCHO WICZ

Aleksander Aleksandrowicz Friedmann, ur.
t 7 VI 1888, zm. IS IX 1925, w 1909 ukonczyl
studia na uniwersytecie w Petersburgu
(sekcja matematyki), sdzie najbardziej
interesowala go meteorologia dynamiczna.
Po studiach pracowal jako matematyk w
Instytucie Dr6s i Mostów, Instytucie
G6rnictwa; po wybuchu Pierwszej Wojny
Swiatowej zSlosil sie jako ochotnik na front,
sdzie sluzyl w lotnictwie, wykorzystujac
wolny czas na pisanie rozpraw naukowych.
Oto co pisal w liscie z frontu: ,.Zajmuje sie
obecnie zaaadnieniem wyznaczenia
temperatury i cisnienia, ady dane sa.

predkosci ... Potem przystapie do napisania,
jesli uznacie to za wlasciwe. dla
.,Geograficzeskiego Sbornika" niewielkiej
notki o przyczynach powstawania i znikania
turbulencji w atmosferze, chocby w
naj ogólniejszej postaci matematycznej". Nic

ma w tym nic dziwnego, jesli wziac pod uwale,
te pierwsza w swym zyciu prace nauko"a

(poswiecona liczbom Bernoullieso) poslal
Friedmann do druku w powaznym czasopismie
(wsród kt6reso redaktoról" byli ludzie tej
klasy, co Klein i Hilbert) jeszcze jako uczen
ostatniej klasy simnazjalnej. Praca ta ukazala
sie w druku, Sdy Friedmann ukonczywszy
llirnnazjum ze zlotym medalem wstepowal na
studia.
Po zakonczeniu Pierwszej Wojny
Swiatowej, jeszcze w latach wojny domowej,

prowadzil wyklady hydrodynamiki i analizy
tensorowej na uniwersytecie w Leningradzie,
wydal Icsiazki "Doswiadczenia z
hydrodynamiki cieczy scisliwych" oraz
"Swiat jako przestrzen i czas'· i prace
kosmolosiczne, o kt6rych wspominalismy
w tekscie, wreszcie kierowal Glównym

Laboratorium Geofizycznym w Leninsradzie.
Niestety, w pelni sil zachorowal i zmarl na
tyfus.

Gdybym mial wymienic jedna tylko, ale za to najbardziej fundamentalna (moim zdaniem)
wlasciwosc Wszechswiata, nie mialbym watpliwosci i bez wahania wymienilbym jego ekspansj~.
Czyz nie jest bowiem czyms niezwykle uderzajacym owo nieustanne rozszerzanie sie
Wszechswiata?
Jest to fakt. Nauka jednak - to nie tylko zbiór faktów. Niezbedna jest choc próba ich

wyjasnienia, powiazania ze soba. Dzis u podstaw wyjasnienia faktów kosmologicznych tkwi
ogólna teoria wzglednosci Einsteina - wspólczesna teoria czasoprzestrzeni. Juz od z góra pól
wieku trwaja próby zastosowania tej skadinad niezwykle owocnej teorii do Wszechswiata jako

calosci. Próby takie podejmowal sam Einstein, podejmowali (i podejmuja do dzis, uogólniajac
teorie) inni, tworzac modele Wszechswiata.
Wspominalismy juz w pierwszym artykule z cyklu kosmologicznego, ze modele kosmologiczne

sa to konstrukcje teoretyczne opisujace zachowanie sie Wszechswiata jako calosci. Modele takie
dopasowuje sie do istniejacych danych obserwacyjnych. Uznanie takich faktów, jak np.
ekspansja kosmiczna albo obecnosc promieniowania szczatkowego (o których byla mowa
w numerach Delty 8{1976 i 10/1976), prowadzi do odrzucenia tych modeli, które nie przewiduja
ekspansji ani promieniowania tla. Tak wiec odrzucony zostal pierwszy sposród modeli
kosmologicznych opartych o ogólna teorie wzglednosci, zaproponowany przez samego
Einsteina w 1917 roku model statycznego Wszechswiata. Bylo to jeszcze na dlugo przed
ogloszeniem przez Hubble'a wyników jego badan nad odleglymi galaktykami, przed
stwierdzeniem ich powszechnej ucieczki. Wydawalo sie wtedy rzecza naturalna przyjac, ze
Wszechswiat jako calosc musi byc niezmienny w czasie, statyczny. Moga wprawdzie powstawac
gwiazdy i uklady planetarne (wystarczy wspomniec o starej teorii Kanta-Laplace'a), zmieniac si~
moga drobiazgi, ale porzadek kosmiczny pozostaje trwaly. Dlaczego bowiem mialby sie zmieniac?
W latach 1922-1924, kiedy koncepcja statycznego, niezmiennego Wszechswiata wydawala sie
czyms naturalnym, p0jawily sie dwie prace mlodego, nieznanego ani Einsteinowi, ani innym
fizykom zachodnim matematyka z Leningradu, A. A. Friedmanna. Juz w pierwszej z nich,
zatytulowanej "O krzywiznie przestrzeni", udalo mu sie uzyskac nieoczekiwany wynik, pozornie
sprzeczny z cala nagromadzona do tej pory wiedza. Geometria Wszechswiata (patrz artykul
Einsteina, Delta 2/1977) zmieniac sie miala nieustannie z uplywem czasu, zakrzywienie
przestrzeni i gestosc materii stale mialy malec lub rosnac, to samo odnosiloby sie do odleglosci
wzajemnej dwóch punktów. Otrzymany przez Friedmanna model Wszechswiata byl modelem
ewoluujacym i stanowil wynik rozwiazania ukladu równan ogólnej teorii wzglednosci.
Rozwiazania takiego nie znal poprzednio Einstein. Nic wiec dziwnego, ze po przeczytaniu
pracy Friedmanna poslal do redakcji list z uwagami krytycznymi, wskazujacymi na to, ze model
Friedmanna wzbudza powazne watpliwosci i ze praca naj prawdopodobniej jest bledna. List ten
redakcja wydrukowala.

e


