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Wir miissen wissen. Wir werden wissen
Musimy wiedzie¢. Bedziemy wiedziec

powiedzial Dawid Hilbert na zakonczenie swego wystapienia
z okazji nadania mu honorowego obywatelstwa jego
rodzinnego miasta — Krolewca. Slowa te zawieraly jego
matematyczne wyznanie wiary — Hilbert wierzyl, ze kazdy
problem matematyczny moze byé rozwigzany, jesli tylko
poswigci si¢ mu dostatecznie wiele wysitku.

Pojecie problemu matematycznego rozumiat Hilbert (jak

na owe czasy) dos¢ specyficznie. Uwazal on, ze matematyka
jest (a raczej powinna by¢ — nalezy jg tak przebudowaé by
byla) systemem formalnym, kolekcja napiséw wyrazajacych
twierdzenia matematyki i ich formalne dowody. Postulat
zbudowania owego systemu formalnego (na ktéry Hilbert
nalozyl dodatkowe warunki, o ktérych nizej) nazwano
programem Hilberta.

W hilbertowskiej matematyce (matematyce formalnej)
stwierdzenie, czy dany napis jest twierdzeniem, czy nie, ma
wynika¢ z jego struktury, a nie z jego treéci: nie z jego
znaczenia. Oczywidcie zajmujemy si¢ przede wszystkim tymi
zagadnieniami matematycznymi, kidre opisuja jakis aspekt
rzeczywistosci. Ale problemy: co to jest rzeczywisto$é i co to
' znaczy, ze twierdzenie matematyki ja opisuje, do matematyki
nie nalezg.

Uprawianie matematyki (formalnej) polega na wyciaganiu
wnioskOw z przyjetych aksjomatow. Hilbert podal przykiad
teorii matematycznej zbudowanej w my$l jego zasad:

w roku 1899 opublikowal Grundlagen der Geometrie (Podstawy
Geometrii) przedstawiajace w sposob formalny i bezwzglednie
$cisty geometri¢ euklidesowa. Oto fragmenty recenzji Henri
Poincarégo:

»Majac dany ciag zdan stwierdza on, z¢ wszystkie one
wynikaja z pierwszych. Uzasadnieniem tych pierwszych zdar,
ich psychologicznym uzasadnieniem nie zajmuje si¢.
Aksjomaty sa zalozone...”. O Hilbercie krazyla anegdota,

ze gdy stwierdzil, iz nic nie wie o naturze punktéw, prostych
i plaszczyzn, zapytano go:

— Czy w takim razie moga to by¢ odpowiednio stoly,
krzesla i kufle piwa?

— Jesli spelniajg aksjomaty... — odpowiedzial Hilbert.

Owe zapowiedziane dodatkowe warunki zawarte w programie
Hilberta dotyczyly aksjomatyki. Miala ona by¢:

zupelna, a wigc wystarczajgca do udowodnienia kazdego
twierdzenia teorii,

niezalezna, a wigc by nie moina bylo udowodnié¢ zadnego

z aksjomatdw przy pomocy pozostalych,

i niesprzeczna, a wigc by nie mozna bylo z aksjomatow
udowodni¢ dwu zdan, z ktérych jedno jest zaprzeczeniem
drugiego.

Niesprzecznosci aksjomatyki mozna dowodzi¢ przy zalozeniu
niesprzecznosci innej teorii. Pierwszy taki dowod polegal na
zbudowaniu modelu geometrii nieeuklidesowej. Gdyby zatem
geometria nieeuklidesowa byla sprzeczna, to t¢ sprzecznosé
mozna by przenieé¢ do geometrii euklidesowej. Wymagania
Hilberta szly dalej: zadal on absolutnego dowodu
niesprzecznoéci. Podal nawet przyklad takiego dowodu.
Chodzi tu o dowéd niesprzecznosci teorii nastepnika.

Teoria jednego obiektu
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Matematycy, postugujac si¢ Scistym (,,sformalizowanym’)
jezykiem, opisujg schematy pewnych sytuacji. Na ile dokladnie
moga to uczyni¢? Jest to pytanie, ktore interesowato logikow
od dawna. Aby méc na nie odpowiedzie¢, trzeba jednak
wpierw uscislic uzywane przez nas pojecia.

Uznajmy, Ze jezyk matematyki, 6w jezyk zawierajacy tylko
pewne znaczki, opisuje jaka$ rzeczywistosé, a ta rzeczywistoscia
niechaj beda niepuste zbiory i relacje miedzy elementami
owych zbioréw. Takie ,,rzeczywistosci” nazywaé bedziemy
strukturami (elementy zbioru, na ktorym okreslone sg relacje
struktury, nazywamy elementami struktury lub indywiduami
struktury) i méwic¢ bedziemy, ze opis — zbiér zdan T

z jezyka — jest prawdziwy w strukturze 9 wtedy, gdy relacje
w U majg wszelkie wlasnoéci postulowane przez T, przy
ustalonym rozumieniu nazw wystepujacych w T. Oznaczaé to
bedziemy nastepujaco: U [= T. Mozemy teraz zaprezentowaé
pierwszg hipotezg:

A. Istnieje taki zbior zdan T, ze jesSli W =T oraz 3 =T,

to W =3.

Niestety sugestia ta upada — jest to nieprawda.

Wystarczy przypomniec sobie dialog Hylasa i Filonousa
(Lem — Dialogi — dialog I, dialog II, str. 40-42) na temat
tozsamodci osobniczej, by zrozumieé o co tu chodzi.

Niechaj % |= T; niech a bedzie elementem U, za$ b
czymkolwiek, byle nic elementem . Wymiefimy a i b w kazdej
relacji w W 1 utworzmy tak 3 — oczywiscie zadna ze
strukturalnych wiasnosci 2 nie ulegnie zmianie, skad 3 = T.
No —ale U # 3.

Wydaje sig, Ze sytuacja jest do uratowania kosztem pewnego
zmniejszenia wymagan. Zdefiniujmy: A ~ 3 (U jest
izomorficzne z 3) wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje funkcja /
wzajemnie jednoznaczna zbioru indywiduéw 2 na zbiér
indywidubéw 3 taka, ze 3 powstaje z U przez zastapienie
kazdego elementu a przez odpowiednie f(a). A oto druga
hipoteza:

B. Istnieje zbior zdan T taki, e jesli W =T oraz 3 =T,

to W= 3.

Tu sytuacja nie jest taka tragiczna: owszem, istnieja takie
opisy, ale... tylko struktur skonczonych. Mianowicie mozna
dowicé¢, ze gdy T ma powyzsza whasno$é, a A =T, to A
musi mie¢ skorficzong iloéé indywidudw. Prawdziwe jest
bowiem ‘

Twierdzenie [0 zwartosci). Niech T bedzie zbiorem zdan. Jesli
dla kazdego skoriczonego podzbioru X zbioru T istnieje
struktura % taka, ze U [= X, to istnieje struktura A, gdzie
AET.

Oczywidcie — caly czas méwimy o opisach formowanych w tzw. jezyku
elementarnym. To naczy takiego typu, jak podany w Delcie 7/1975. Dia
innych jezykdw (patrz Delta 6/1974) nie musi tak byé.

Zalezy to réwnict od przyigtych wiasnodci zbiordw, czyli od systemu teorii
mnogosci. W niektérych z nich (np. teoria semi-zbiordw) istnicja opisy
postulowane w B — opisujjce struktury nieskonczone.



Teoria ta ma trzy symbole specyficzne O, S i = . S oznacza tu
(intuicyjnie) operacj¢ nastgpnika. O Sx mozna mysle¢ jak

o x+ 1. Poza tym wystepujg tu symbole logiczne, a wiec
negacja ~ i implikacja =. Nie ma zmiennych, a zatem nie ma
i kwantyfikatorow. Aksjomatami teorii s3 zdania postaci

Faai= 4.(p @)= ((g=r)=(p=r)),
2.Sx=S8Syssx=y, S . p=>(~p=gq),
3. ~(Sx = 0), 6. (~ p=p)=p.

Liter x i y nie nalezy rozumie¢ tu jako zmiennych. Jak juz
wspomniano, zmiennych w teorii nie ma. Obie te litery
oznaczajg napisy postaci SS ... SO. Na przykiad szczegblnymi
przypadkami aksjomatu 1 s3 O = 0, SO = SO, §50 = §§S0
i tak dalej. Litery p, g, r oznaczaja dowolne wyrazZenia teorii.

Pokazemy teraz, ze jeSli x = y jest twierdzeniem naszej teorii,
to po obu stronach znaku rownoéci znajduje si¢ ta sama iloé¢
znakow. Gdyby bowiem bylo inaczej, to wiréd wszystkich
twierdzen postaci x = y, gdzie w x i y sg rozne ilosci znakow,
byloby takie, ktérego dowdd jest najkrotszy. Niech to bedzie
na przyklad zdanie SO = 0. Zastandwmy sig, jaki moze by¢
ostatni krok najkrotszego dowodu tego zdania. Nie moze to
by¢ aksjomat typu 1, bo wowczas po obu stronach rownosci
w SO = O byloby ta sama ilo§¢ znakow. Nie moze to byé
aksjomat typu 2, bo wowczas zdanie SSO = SO mialoby,
wbrew zalozeniu, dowodd krotszy od zdania SO = 0. Nie moze
to by¢ aksjomat typu 3, bo zdanie SO = O nie zaczyna si¢ od
negacji. Nie moze to by¢ aksjomat typu 4 ani 5, bo SO = O
nie jest implikacjg. Musi to wigc by¢ aksjomat 6:

(~ S50 =0=50=0)=S0=0.
Aby z tego aksjomatu wywnioskowaé¢ SO = O, musieliSmy
wczesniej udowodni¢ zdanie ~ S0 = 0 = SO = 0. Jak
latwo zauwazy¢, zdanie to moze wynikaé tylko z aksjomatu
typu 5:

SO =0=(~8S0 =0=50=0).
Aby je jednak z tego aksjomatu udowodni¢, musieliby$my
mie¢ udowodnione wczeéniej zdanie SO = O, wbrew zalozeniu,
ze caly czas rozpatrujemy najkrotszy dowod tego wiasnie
zdania. Zatem istnieje zdanie g, ktérego nie mozna udowodnic¢
z aksjomatow 1-6. Gdyby jednak teoria oparta na tych
aksjomatach byla sprzeczna, moglibysmy udowodni¢ pewne
zdanie p oraz jego negacj¢, ~ p. Stad, stosujgc aksjomat 3,
otrzymaliby$my latwo g. W tej sytuacji teoria oparta na
aksjomatach 1-6 nie moze by¢ sprzeczna.

A oto inny przyklad absolutnego dowodu niesprzecznosci.
Teoria grup ma modele skoniczone. Istnienie takiego modelu
(np. izometrii trojkata rownobocznego) dowodzi, ze teoria
grup jest niesprzeczna. Tego typu dowod nie da si¢ jednak
przeprowadzi¢ dla teorii, ktéra modeli skonczonych nie ma
(np. teoria liczb).

Wiasciwie nie wida¢ bylo zadnego powodu, aby program
Hilberta nie mégt by¢ zrealizowany. Zaczeto wiec
intensywnie szuka¢ odpowiednich aksjomatyk dla
wazniejszych teorii matematycznych. Dla arytmetyki liczb
naturalnych Giuseppe Peano podal nastepujgca aksjomatyke:
LAx ~ Sx =0,
2. A\ xy Sx=Sy=>x=y,
IAxNV» ~x=0=x=38)y,
4. (A x P(x) = P(Sx)) = A xD(x).
Litera @ oznacza tu dowolna formule z jedna zmienna wolng.
Napis 4 jest w zwiazku z tym nie pojedynczym aksjomatem,
lecz schematem aksjomatow (nazywa si¢ go schematem
indukcji).

A co to ma wspolnego z hipoteza B? Oto ze zwartosdci
wynika:
Twierdzenie. Jezeli istnigje struktura U nieskonczona taka,
ze U =T, to istnieje struktura 3, ktéra ma moc wyisza niz U
oraz takze speknia T.
Dowod. Niech 2 ma moc #, niech 4 bedzie wickszg liczba
kardynalng niz =. Niech dalej (b, ). <1 bedzie ciagiem
réznych znaczkdéw — nazw elementow stalych, ktorych
w T nie ma. Dopiszmy do T wszystkie zdania postaci

by # b,
gdy tylko u # u’ oraz pu, p' < A, a powstaly zbiér zdan
nazwijmy T,. Oczywiscie kazdy skoriczony fragment T, ma
model, strukture, ktéra go spelnia. Przeciez zawiera on jedynie
skoniczenie wiele znaczkow b,. Wystarczy ze struktury 2
wybra¢ — jakkolwiek — tyle samo elementow i ponazywac je
owymi znaczkami. Stad i T, tez ma model — powiedzmy 3.
Ale — w szczegolnosci — caly opis T jest tam prawdziwy,
a nadto owe dodane zdania. Zatem w 3 musi by¢ co
najmniej A réznych elementow, oraz 3 =T.
Widzimy teraz, Ze hipoteza B raczej upada. Jedli tylko chcemy,
by T opisywala pewna nieskoriczong strukturg %, to bedzie ona
takze opisywaé strukture 3 o wigkszej mocy, a zatem U % 2.
Podobnymi metodami dowodzi sie zreszta twierdzenia duzo
silniejszego:
Twierdzenie [Skolema-Liwenheima): Jezeli teoria T ma model
nieskonczony, to ma model dowolnej nieskoriczonej mocy.

W ten sposob zawalit si¢ program budowy ,,teorii jednego
obiektu”. Chodzilo o to, by skonstruowac¢ teorig, ktora by
jednoznacznie opisywala cala matematyke — tzn. teorig
mnogosci. Niestety — teoria mnogoéci, ktorg bySmy
chcieli sie postugiwaé, musi mieé¢ nieskoficzone modele, i z tej
to (oprécz innych) przyczyny nie moze opisywac ich tak
dokladnie jak by$my chcieli — czyli jednoznacznie.
Na koniec warto moze wspomniec o trzeciej hipotezie.
Powiedzmy, Ze
A = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy kazde zdanie ¢ jest
prawdziwe w U wowczas i jedynie wowczas, gdy jest
prawdziwe w 3,
czyli nie istnieje wlasnoé¢ rozrézniajaca M i 3 i dajaca sie
sformulowaé w przyjetym jezyku.
C. Istnieje teoria T taka, 2¢ A =T, 3 =ET=UA=3
Teorie takie — nazywamy je zupelnymi — oczywiscie istniejg
i jest ich stosunkowo duzo: sa takie, co maja modele
skoriczone, jak i majace modele nieskoriczone. Jednym
z najprostszych opisow jest nastgpujacy
{ANE<x), (AxXNE<yAy< x=x=Yy),
(Axyz)(x S yay<z=x<2),
AW (V)((x#y Ax S )= (2 #XAZ# yAX S Z AZS YY),
(AR y2)(y < XAX < ZAY # XAX # 2),
(Axy) (x < yvy < x)}
Jego modelem jest np. porzadek liczb rzeczywistych.

Dla ciekawskich podaj dowdd twierdzenia o o ici. Uprzedzamy
jednak, ze imy przed wprowadzié sporo pomocniczych pojeé.

Jeili I # O jest zbiorem, a V¥ pewna rodzing niepustych podzbioréw zbioru I,
to powiemy, ze F jest filtrem, jesli:

a) AeF i BeF= AnBeVF,

by AeF iAS B= BeF.
Zauwaimy, fe jest intuicyjnie chyba dni owié o el }
rodziny ¥ jako o zbiorach ,,dutych' (czy tez — kidrych uzupelnienie jest
male).
Jedli 7 jest plaszczyzng, to rodzina V, takich podzbiorow A plaszczyzny I,
te I, A ma miar¢ réwng zeru tworzy filtr. Podobnie, gdy F* jest rodzing
takich podzbiordw B zbioru nieskoficzonego [, 2e I B jest zbiorem
skoniczonym, to F*® takze jest filtrem. (Nie nalezy jednak zbytnio
sugerowaé sig tg intuicjg: rodzina V; podzbioréw C zbioru [ takich, ze
i € C — tak#e tworzy filtr.)




Jest ona interesujaca dla nas szczegdblnie z tego

powodu, Zze wlaénie ona stala si¢ pierwszym argumentem dla
wykazania nierealizowalnoéci programu Hilberta. Trzeba
bylo powréci¢ do odrzuconej przez Hilberta pesymistycznej
opinii Emila Du Bois-Reymond:

Ignoramus et ignorabimus
Nie wiemy i nie bedziemy wiedzieé.

Gdy tylko bowiem na szerszg skalg rozpoczeto prace nad
zrealizowaniem programu Hilberta, matematyk wiedefiski
Kurt Gédel opublikowal pracg, w ktérej udowodnil, ze nie
mozna podac (speiniajacej wymagania Hilberta) aksjomatyki
arytmetyki liczb naturalnych. Wynikalo z rezultatow Gadla
réwniez i to, Ze nie mozna podaé absolutnego dowodu
niesprzeczriodci dla aksjomatyki zadnej teorii zawierajacej
iako fragment aksjomatyke Peano. Co wiecej, Gédel wykazatl,
Ze nie istnieje efektywna metoda sprawdzenia, czy dane
zdanie mozna uzyskac z aksjomatyki Peano (por. artykuly

A. Mostowskiego — Delta 10/74 i 11/74).

Wyniki Godla wywolaly catg lawing prac na temat, ktére
teorie sg rozstrzygalne (tzn. dla ktorych istnicje taka efektywna
metoda), a ktére nie. Okazalo si¢, ze bardzo wiele teorii
matematycznych to teorie nierozstrzygalne. Mozna nawet
uslysze¢ zdanie, Ze wszystkie interesujace teorie matematyczne
sq nierozstrzygalne. Ci ktérzy tak utrzymuja uwazajg, ze
elementarna arytmetyka liczb rzeczywistych — to znaczy ten
fragment arytmetyki liczb rzeczywistych, w ktérym mowi sie
tylko o liczbach a nie o zbiorach liczb — jest nieinteresujaca.
Rozstrzygalnos¢ tej teorii udowodnit A. Tarski w roku 1939,
Podal on tez jej aksjomatyke. Podobny wynik Tarski

osiggnal dla elementarnej geometrii euklidesowej, teorii,

w ktdrej méwi si¢ o punktach lecz nie o zbiorach punktéw.
Jesli bowiem dopuscimy, by uzywac w niej takich zwrotow jak
wdowolna figura” — geometria stanie sig nierozstrzygalna.

David Hilbert (ur. 1862 w Krélewcu, zm. 1943 w Getyndze). Matematyk
niemiecki dzialajgcy na uniwersytecie w Getyndze, Zajmowal sie wicloma
dzialami matematyki: algebry i teoria liczb algebraicznych, gdzie sformutowal
wiele podstawowych twierdzed; podstawam: g)eomctm i pods(awaml

matematyki, co doprcwa.dzlla go do sformul omawi wyiej
programu; rachunkiem wariacyjnym i teorig réwnan catkowych — dzigki
tym badaniom moiliwe sig stato stworzaenie analizy funkcjonainej, Prowadzil
tez badania z zak fizyki yermej.

Kurt Gddel, ur. 1906, logik i matematyk austriacki. Do 1938 docent

iwersytetu w Wiedniu, od 1941 — w Princeton (USA). Uzyskal b, wiele
cennych rezultatéw z zakresu podstaw matematyki. Jednym z nich jest
omawiane obok twierdzenie,
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Rodzing P nazwiemy ultrafiltrem, gdy procz tego, e jest filtrem, spelnia
warunek:
) dia kaidego A < [ albo 4 €V, albo A’ eV. (Przez A’ oznaczamy I A).
Przypusémy, ze mamy rodzing {; }ier struktur tego samego (to znaczy:
o ustalonej (tej samej) liczbie relacji n-ar wych dla kazdej
naturalne;j liczby n; oznacza to te#, Zc istnieje jezyk, kibrym moina opisywad
wszystkie struktury U;, i € 1), a F jest ultrafiltrem podzbiordw zbioru /.
Skonstruujemy tzw. ultraprodukt — oznaczany P9, -V,
‘N’mpm'w jest nn.m potmebny zwykly produkt — jego elementami beda
funkcje dila b ie I wybierajgce clement z ¥;.
Dalej — relacje mmdxy tymi funkcjami:
umawiamy sig, e zachodza one pomigdzy nimi, gdy dla odpowiednio
duzej ilodci struktur zachodzg one migdzy wartodciami funkcji.
Doktadniej:
(v eenhnd € RS (D) oo, fali)) jest wrelacji R w W) e F.
Jesli okreslimy relacje ~ w nastgpujacy sposéb: f = g<s (it/(1) = z(i)} eV,
to tatwo si¢ przekonad, fe jest to réwnowainosé. A czym jest Py W7
— to wiasnie opisany wyzej zbior funkcji z rel dzielony przez =.
Ma on pewna bardzo waing dla nas wlasnosé: niech ¢ b;dzic zdaniem
jezyka opisujacego struktury %, , whwczas
BPA ¥ pes (i ':9?} el
Mozemy teraz dowiesé twierdzenia.
Dowdd: OkreSlamy kolejno: fi= {@; A ... A #n 9y, .., gn €T}
gel= II@ to taka struktura, ie wﬂ: @. Istnieje ona na mocy zalozenia,
vel= F@:={we h“v' I:w}; Fy, # @, ponicwaz ¢ e Fy,
F:={F w'PE I}
Latwo si¢ przekonaé, 2¢ F ma wlasnosé a)
Fpyron By €F=Fy O NFp = {p: 8y oA oo A By =) =

”an...a\wke‘v

Okreélmy: F':= {X < I: VY & F(¥ € X))}. F’ ma juz wlasnosci a) i b),
czyli jest filtrem. Dowodzi sig, 2e wtedy istnieje ultrafiltr F zawierajacy F',
azatemi F, bo F © F',

A zatem — weimy dowolne v € T, stad Fw_ eV,

Pl T I: y<> {pelly I,:\uj € F, skad otrzymujemy wniosek:

Filg, / FF:; y. Ostatecznie wiec Pll‘,b T

Alfred Tarski, ur. 1901 w Warszawie, polski logik, matematyk i filozof.

Do 1939 docent Uniwersytetu Warszawskiego, od 1942 profesor
uniwersytetu w Berkeley (Kalifornia). Zajmuje si¢ glownie logika
matematyczng, stworzyl teoric modeli semantycznych, sformulowal formalinie
poprawng (niesprzeczng) definicig prawdy.

Emil Du Bois-Reymond, ur, 1818, zm. 1896, niemiecki filozof i fizjolog,
profesor uniwersytetu w Berlinie, dokonal szeregu odkryé z zakresu
fizjologii ukladu nerwowego i fizjologii migini. Jako filozof byl
agnostykiem: uwazal, fe istniejq nieprzekraczalne granice poznania
rzeczywistodci (stad cytowana zasada); poza tymi granicami lezg sprawy
takie, jak problem istoty materii czy istoty éwindomodci.



