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Pewnik wyboru

Dr Kazimierz WIS NIEWSKI

Dzi$ o zbiorach ucza si¢ mtodzi ludzie juz w przedszkolach. Nie zawsze jednak
tak bylo. Nie tak dawno elementow reorii mnogosci (taka jest tradycyjna nazwa
nauki o zbiorach) uczono dopiero na studiach i to matematycznych. A jak bylo
jeszcze dawniej? Nie mozemy cofaé si¢ zbyt daleko w przeszlo$é, bo teoria ta
jest do§¢ mloda dziedzing matematyki. Od ukazania si¢ pierwszych po$wigconych
teorii mnogoéci prac jej tworcy, Georga Cantora, uptynal zaledwie wiek, a nieco

wigcej od ukazania si¢ prac innych matematykdéw na ten temat.

Nawet przez matematykéw byla ona przyjmowana réznie. Oddajmy gtos
$wiadkowi pewnego zdarzenia z poczatkéw naszego stulecia (R. Courant,
Wspomnienia z Getyngi, Wiadom. Mat. 18(1974), 145-157): ,,Przypominam sobie,
jak pewnego razu Henri Poincaré krétko przed swa $miercig przybyt do Getyngi
dla wygloszenia kilku bardzo interesujacych odczytéw na réZne tematy. Jednym
z nich bylo rozchodzenie si¢ dokota Ziemi fal elektromagnetycznych, innym —
odczyt o podstawach matematyki. Byl to gwaltowny atak na cantoryzm, na
pewnik wyboru itd., przeciw twierdzeniu w rodzaju dobrego uporzadkowania.

Wiasnie wtedy Zermelo udowodnil, ze kazdy zbiér moze by¢ dobrze
uporzadkowany. Zermelo siedzial w pierwszych rzgdach, a Poincaré starat si¢ by¢
uprzejmym (a umial by¢ straszliwie nieuprzejmy, gdy staral si¢ okaza¢ przyjazny
stosunek) i przemawial. Och! Jak on grzmial przeciw podejéciu cantorowskiemu
i rozwijaniu w matematyce tego kierunku. Powiedziat: «Nalezy ukreci¢ teb nawet
najbardziej pomystowemu dowodowi pana Zermelo i wyrzuci¢ przez oknoy.
Zermelo, pasjonat i dziwak, byl zrozpaczony i wéciekly. W czasie kolacji w tym
samym dniu bylby zastrzelil Poincarégo, gdyby byl zreczniejszy; byl jednak
wielkim niezgrabg’’. WypowiedZ ta oddaje ducha tamtych czaséw. Zdania
wybitnych matematykéw byly podzielone. Na powszechny szacunek teoria
mnogosci musiala zastuzy¢ swa uzytecznoscia dla innych dziatéw matematyki;
stala si¢ nawet nieodzowna baza dla nowych dyscyplin matematycznych.

Po tym przydlugim wstepie trzeba przystapi¢ do tematu. W artykule tym
chcialbym opowiedzie¢ o najbardziej chyba kontrowersyjnym aksjomacie teorii
mnogosci — o pewniku wyboru (zob. artykut A. Mostowskiego o dobrym
uporzadkowaniu w zeszycie 3 «Delty» z 1974 r). Jak pisalem we wstepie,

wszyscy uczq sig¢ dzi§ teorii mnogosci, a wigc moge zakladad, ze Czytelnik zna
podstawowe jej pojecia: pojecie zbioru i pojecie funkcji. Niech R bedzie rodzing
zbioréw (tj. zbiorem, ktdrego elementami sa rowniez zbiory). Selektorem rodziny R
nazwiemy zbidr skladajacy si¢ z pewnych elementéw zbiordw nalezacych do
rodziny R i majacy z kazdym z tych zbioréw po dokladnic jednym elemencie
wspolnym. Przez Sel(R) oznaczymy zbidr wszystkich selekioréw rodziny R.

Z aksjomatow teorii mnogosci (z wyjatkiem pewnika wyboru, do ktérego
sformulowania zmierzam) mozna wywnioskowa¢, ze dla kazdej rodziny R
isinieje (dokladnie jeden) zbidr Sel(R).

Przyktady

1. Jezeli R = {{1, 2}, {3,4}}, to Sel(R) = {{1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2,4}}
2. Sel (@) = {9}.

3. Jezeli D e R, to Sel(R) = O

4. Jezeli R = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}, to Sel(R) =

Po obejrzeniu powyzszych przykiadéw i glgbszym zastanowieniu si¢ moZna przez
analogie doj$¢ do wniosku, Ze jezeli tylko rodzina R sklada si¢ ze zbiorow
rozlacznych i niepustych, to Sel(R) jest niepusty. Wiasnie ten wniosek zostat
przyjety przez Ernsta Zermelo w 1904 r. jako pewnik wyboru. Poglagdowo mozna
go sformulowaé tak: z kazdego zbioru rodziny skladajace; si¢ ze zbioréw
niepustych i rozlacznych mozna wybraé po jednym elemencie i utworzy¢ z nich
zbidr,



To ostatnie sformulowanie tlumaczy nazwe pewnika. Z pewnika tego
nie§wiadomie korzystal Cantor i inni jeszcze przed jego sformulowaniem. Jako
pierwszy zwrdcil uwage na pewnik wyboru juz w 1890 r. Giuseppe Peano w pracy
poswigconej dowodowi istnienia rozwigzan uktadu réwnan rézniczkowych.

Obylo si¢ jednak bez przyjecia tego aksjomatu, bo w tej konkretnej sytuacji
udato sig¢ mu udowodnié istnienie selektora, a wiec nie musial zakladaé
aksjomatycznie jego istnienia. Beppo Levi w 1902 r. zauwazyl, ze w dowodzie
réwnolicznoéci zbioru warto$ci funkcji z pewnym podzbiorem jej dziedziny
(zbioru okreflonoéci) trzeba powola¢ sig na jaki§ nowy aksjomat.

Samo sformulowanie pewnika wyboru niewiele o0 nim méwi. Zeby pokazaé, jak on
funkcjonuje, rozpatrze przyklady. Pierwszym bedzie dowdd twierdzenia

o réwnolicznosci zbioréw, o ktérych wyzej pisatem. Zakiadam, Ze f jest funkcja
odwzorowujaca zbidr A na zbiér B. Warstwq funkcji f nazwiemy zbior

wszystkich tych elementow zbioru A, dla ktérych wartos¢ funkgcji jest taka sama.

Oczywiscie, warstwy sa zbiorami niepustymi, a ponadto dwie réZne warstwy sg
roziaczne. Niech R bedzie rodzing wszystkich warstw funkcji /. Pewnik wyboru
stwierdza, Ze Sel(R) # O, a wigc istnieje selektor W rodziny R. Niech g(y) bgdzie
(jedynym) elementem zbioru Wn {x € 4:f(x) = y} dla y € B. Napisalem
»jedynym”, bo zbiér {x € 4:f(x) = y} jest warstwa. Funkcja g jest okreslona
na zbiorze B, a zbidr jej wartoéci jest zawarty w A. Ponadto g jest
réznowartosciowa. W ten sposob zostal zakoriczony dowod twierdzenia.

Zbior B jest rownoliczny ze zbiorem wartoéci funkcji g, a ten z kolei jest zawarty
w zbiorze A.

Drugie zastosowanie pewnika wyboru bedzie wykraczalo poza teori¢ mnogosci.
Tym razem udowodni¢ pewne twierdzenie z poczatkéw analizy matematyczne;j.
Jezeli kto$ nie zna pojeé, o ktérych bede mowil, niech si¢ tym nie zraza.
Wszystko, co bedzie niezbedne, mozna bez trudu odczytaé z tekstu dowodu.
Bedziemy interesowali si¢ funkcjami okre§lonymi na zbiorze liczb rzeczywistych

i przyjmujgcymi wartosci rzeczywiste. Celem jest dowod twierdzenia: Funkcja f jest
ciggla w sensie Cauchy’ego w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona ciqgla

w sensie Heinego w punkcie x,. W artykule udowodnie tylko, Ze ciaglto$¢ w sensie
Heinego pocigga za sobg ciaglos¢ w sensie Cauchy’ego, gdyz w tej czegsci dowodu
korzysta si¢ z pewnika wyboru. Dowdéd implikacji odwrotnej nie jest trudny i nie
korzysta (lepiej byloby powiedzieé¢: nie musi korzystac) z pewnika wyboru. Sadzg,
ze Czytelnik da sobie z nim rade.

Przystapmy do dziela. Zaloze, Ze funkcja f jest ciagla w sensie Heinego
w punkcie Xo, tzn. Ze dla dowolnego ciggu {x,} warunek lim x, = x, pociaga

n—- o

za sobg warunek lim f(x,) = f(x,). W celu uzyskania sprzecznoéci zaloze, Zze
funkcja f nie jest ciagla w sensie Cauchy’ego w punkcie x,, tzn. zakladam Ze

VA,V Gx=xl < 0Alf(—fGx) > o)

Dla kazdej liczby naturalnej n tworze zbiér

Ay = {{n, X):|x—x0| <1/n A |f(X)=f(x0)| > €}

Zbidr ten zgodnie z przyjetym zalozeniem (dla 6 = 1/n) jest niepusty. Niech R
bedzie rodzing ztoZong ze wszystkich zbioréw A4,. Jezeli n # m, to A,NnAn = O,
bo oba te zbiory skladajg si¢ z par uporzadkowanych, przy czym pary
uporzagdkowane wystgpujace w réZnych zbiorach maja rézne poprzedniki, a wigc
sq rézne. Zatem R jest rodzing zbioréw niepustych i rozigcznych. Pewnik wyboru
stwierdza, ze Sel(R) # . Niech W bedzie selektorem rodziny R. Dla kazdej
liczby naturalnej # zbiér 4, W ma dokladnie jeden element bedacy para
uporzadkowang, ktdrej poprzednikiem jest liczba n, a nastgpnikiem liczba
rzeczywista, 0znaczmy ja przez X,, taka, ze spelnione sa warunki |x,—xo| < 1/n
oraz | f(xa) —f(x,)| > e. Otrzymali§my zatem ciag {x,} o nastepujacych
wlasnodciach: |x,—x,| < 1/n oraz |f(x,)—f(x,)| = & dla kazdej liczby
naturalnej 7. Z pierwszego z tych warunkéw wynika, ze lim x, = x,, za$

= = ) . n -+ 00O

z druglego,'Ze £ (xo') nie jest granica ciagu {f(x,)}. Otrzymali$my zatem
sprzecznos¢ z przyjetym na wstepie zaloZzeniem, Ze funkcja f jest ciggla w sensie
Heinego w punkcie x,.

Udowodnione twierdzenie bardzo czegsto bywa wykorzystywane przy badaniu
cigglosei funkgji.

2



e dzielniki byls taci 4k + 1, gdyi

ilocayn liczb te) post ywu liczby lej

Jeden z daicl

Dirichleta (udowodn
4

naturalnymi \.qh.

Ajicegn, ic

nicskonczenic

ak 4+ b. Dowi

rudny

Szczegélowa analize wielu innych dowodéw opartych na aksjomacie wyboru
przeprowadzit juz w 1918 r. wielce zastuzony dla matematyki polskiej i §wiatowej,
jeden z twércow Warszawskiej Szkoty Matematycznej — Waclaw Sierpinski.

Byl on jednym z zatozycieli i dlugoletnim redaktorem organu tej Szkoly,
,,Fundamenta Mathematicae”, po§wigconego teorii mnogosci i jej zastosowaniom.
By! on réwniez autorem pierwszego w skali §wiatowej podrecznika teorii
mnogo$ci wydanego w 1912 r. Pewnik wyboru byt jednym z tematdéw, ktére
pasjonowaly Sierpinskiego niemal do konca Zycia. Jednym z najwybitniejszych

w $wiecie badaczy pewnika wyboru byl inny przedstawiciel tej Szkoly, zmarly
niedawno prof. Andrzej Mostowski. Jest on autorem zdania: ,,Tylko Zon nie
trzeba wybieraé, one sag nam dane”.

Do tej pory pisalem o pozytku plyngcym z przyjecia pewnika wyboru.
Przysparza on réwniez pewnych klopotéw. Otéz Stefan Banach i Alfred Tarski
udowodnili, korzystajgc oczywiscie z pewnika wyboru, Zze kulg mozna tak chytrze
podzieli¢ na skoniczong liczbe czesci, Ze z nich mozna zlozyé dwie kule
identyczne z wyjéciowg. Taki paradoksalny wniosek (tzw. paradoksalny rozklad
kuli) 1 inne skianialy do przypuszczenia, Ze pewnik wyboru jest sprzeczny

z pozostalymi pewnikami teorii mnogosci. Przypuszczenia te zostaly rozwiane

w 1938 r. przez Kurta Gédla, co wigcej w 1963 r. Paul J. Cohen udowodnil,

Ze przyjecie zaprzeczenia pewnika wyboru réwniez nie prowadzi do sprzecznosci
z pozostalym’ aksjomatami teorii mnogosci. Okazalo si¢ zatem, ze pewnlk wyboru
jest niezalezny ( od pozostalych aksjomatdw). Tak wigc nasze rozumowanie przez
analogig, prowadzace do sformulowania pewnika wyboru, niczym nie bylo
usprawiedliwione. Powstaje zatem pytanie: przyja¢ czy odrzuci¢ pewnik wyboru?
Argumentem za przyjgciem pewnika wyboru jest fakt, ze wiele waznych odkryc
matematycznych nie zostatoby dokonanych bez niego. Nie moZna by na przykiad
bylo udowodnié¢ twierdzen, ktérych dowody tu podatem. Oczywiscie, nie tylko
dlatego, ze w ich dowodach korzystalem z pewnika wyboru, ale przede wszystkim
dlatego, ze pokazano nieistnienie dowoddw tych twierdzeni bez opierania si¢ na
pewniku wyboru. Badaniami, o ktérych pisalem pod koniec artykulu, zajmuje si¢
specjalny i bardzo zaawansowany dzial matematyki zwany podstawami teorii
mnogosci. Z tego wzgledu ograniczylem sig tu tylko do podania pewnych wynikéw

tego dziatu.
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