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Pewnik wyboru

Dr Kazimierz WISNIEWSKI

Dzis o zbiorach ucza sie mlodzi ludzie juz w przedszkolach. Nie zawsze jednak
tak bylo. Nie tak dawno elementówteorii mnogosci(taka jest tradycyjna nazwa
nauki o zbiorach) uczono dopiero na studiach i to matematycznych. A jak bylo
jeszcze dawniej? Nie mozemy cofac sie zbyt daleko w przeszlosc, bo teoria ta
jest dosc mloda dziedzina matematyki. Od ukazania sie pierwszych poswieconych
teorii mnogosci prac jej twórcy, Georga Cantora, uplynal zaledwie wiek, a nieco
wiecej od ukazania sie prac innych matematyków na ten temat.

Nawet przez matematyków byla ona przyjmowana róznie. Oddajmy glos
swiadkowi pewnego zdarzenia z poczatków naszego stulecia (R. Courant,
Wspomnienia z Getyngi,Wiadom. Mat. 18(1974), 145-157): "Przypominam sobie,
jak pewnego razu Renri Poincare krótko przed swa smiercia przybyl do Getyngi
dla wygloszenia kilku bardzo interesujacych odczytów na rózne tematy. Jednym
z nich bylo rozchodzenie sie dokola Ziemi fal elektromagnetycznych, innym -
odczyt o podstawach matematyki. Byl to gwaltowny atak na cantoryzm, na
pewnik wyboru itd., przeciw twierdzeniu w rodzaju dobrego uporzadkowania.

Wlasnie wtedy Zermelo udowodnil, ze kazdy zbiór moze byc dobrze
uporzadkowany. Zermelo siedzial w pierwszych rzedach, a Poincare staral sie byc
uprzejmym (a umial byc straszliwie nieuprzejmy, gdy staral sie okazac przyjazny
stosunek) i przemawial. Och! Jak on grzmial przeciw podejsciu cantorowskiemu
i rozwijaniu w matematyce tego kierunku. Powiedzial: «Nalezy ukrecic leb nawet
najbardziej pomyslowemu dowodowi pana Zermelo i wyrzucic przez okno».
Zermelo, pasjonat i dziwak, byl zrozpaczony i wsciekly. W czasie kolacji w tym
samym dniu bylby zastrzelil Poincarego, gdyby byl zreczniejszy; byl jednak
wielkim niezgraba". Wypowiedz ta oddaje ducha tamtych czasów. Zdania
wybitnych matematyków byly podzielone. Na powszechny szacunek teoria
mnogosci musi~la zasluzyc swa uzytecznoscia dla innych dzialów matematyki;
stala sie nawet nieodzowna baza dla nowych dyscyplin matematycznych.

Po tym przydlugim wstepie trzeba przystapic do tematu. W artykule tym
chcialbym opowiedziec o najbardziej chyba kontrowersyjnym aksjomacie teorii
mnogosci - opewniku wyboru(zob. artykul A. Mostowskiego o dobrym
uporzadkowaniu w zeszycie 3 «Delty» z 1974 r). Jak pisalem we wstepie,
wszyscy ucza sie dzis teorii mnogosci, a wiec moge zakladac, ze Czytelnik zna
podstawowe jej pojecia: pojecie zbioru i pojecie funkcji. NiechR bedzie rodzina
zbiorów (tj. zbiorem, którego elementami sa równiez zbiory).Selektoremrodziny R
nazwiemy zbiór skladajacy sie z pewnych elementów zbiorów nalezacych do
rodziny R i majacy z kazdym z tych zbiorów po dokladnie jednym elemencie
wspólnym. PrzezSel(R) oznaczymy zbiór wszystkich selekrorów rodzinyR.

Z aksjomatów teorii mnogosci (z wyjatkiem pewnika wyboru, do którego
sformulowania zmierzam) mozna wywnioskowac, ze dla kazdej rodzinyR
istnieje (dokladnie jeden) zbiór Sel(R).

Prlyklady
L JezeliR = {{l, 2}, {3, 4}}, to Sel(R) = {{l, 3}, {l, 4}; {2, 3}, {2, 4}}
2. Sel (0) = {0}.
3. Jezeli 0 eR, to Sel(R) = 0.
4. JezeliR = {{l, 2}, {l, 3}, {2, 3} }, to Sel(R) = 0.

Po obejrzeniu powyzszych przykladów i glebszym zastanowieniu sie mozna przez
analogie dojsc do wniosku, ze jezeli tylko rodzinaR sklada sie ze zbiorów
rozlacznych i niepustych, toSel(R) jest niepusty. Wlasnie ten wniosek zostal
przyjety przez Ernsta Zermelo w 1904 r. jako pewnik wyboru. Pogladowo mozna
go sformulowac tak: z kazdego zbioru rodziny skladajacej sie ze zbiorów
niepustych i rozlacznych mozna wybrac po jednym elemencie i utworzyc z nich
zbiór.
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To ostatnie sformulowanie tlumaczy nazwe pewnika. Z pewnika tego
nieswiadomie korzystal Cantor i inni jeszcze przed jego sformulowaniem. Jako
pierwszy zwrócil uwage na pewnik wyboru juz w 1890 r. Giuseppe Peano w pracy
poswieconej dowodowi istnienia rozwiazan ukladu równan rózniczkowych.

Obylo sie jednak bez przyjecia tego aksjomatu, bo w tej ko"nkretnej sytuacji
udalo sie mu udowodnic istnienie selektora, a wiec nie musial zakladac
aksjomatycznie jego istnienia. Beppo Levi w 1902 r. zauwazyl, ze w dowodzie
równolicznosci zbioru wartosci funkcji z pewnym podzbiorem jej dziedziny
(zbioru okreslonosci) trzeba powolac sie na jakis nowy aksjomat.

Samo sformulowanie pewnika wyboru niewiele o nim mówi. Zeby pokazac, jak on
funkcjonuje, rozpatrze przyklady. Pierwszym bedzie dowód twierdzenia
o równolicznosci zbiorów, o których wyzej pisalem. Zakladam, zef jest funkcja
odwzorowujaca zbiórA na zbiór B. Warstwa funkcji f nazwiemy zbiór
wszystkich tych elementów zbioruA, dla których wartosc funkcji jest taka sama.

Oczywiscie, warstwy sa zbiorami niepustymi, a ponadto dwie rózne warstwy sa
rozlaczne. NiechR bedzie rodzina wszystkich warstw funkcjif Pewnik wyboru
stwierdza, zeSeleR) # 0, a wiec istnieje selektorW rodziny R. Niech g(y) bedzie
(jedynym) elementem zbioruWn {x E A :f(x) = y} dla y E B. Napisalem
"Jedynym", bo zbiór {x E A :f(x) = y} jest warstwa. Funkcjag jest okreslona
na zbiorzeB, a zbiór jej wartosci jest zawarty wA. Ponadto g jest
róznowartosciowa. W ten sposób zostal zakonczony dowód twierdzenia.

Zbiór B jest równoliczny ze zbiorem wartosci funkcjig, a ten z kolei jest zawarty
w zbiorze A.

Drugie zastosowanie pewnika wyboru bedzie wykraczalo poza teorie mnogosci.
Tym razem udowodnie pewne twierdzenie z poczatków analizy matematycznej.
Jezeli ktos nie zna pojec, o których bede mówil, niech sie tym nie zraza.
Wszystko, co bedzie niezbedne, mozna bez trudu odczytac z tekstu dowodu.
Bedziemy interesowali sie funkcjami okreslonymi na zbiorze liczb rzeczywistych
i przyjmujacymi wartosci rzeczywiste. Celem jest dowód twierdzenia:Funkcja f jest
ciagla w sensie Cauchy'ego w punkcieXo wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona ciagla
w sensie Heinego w punkcieXo. W artykule udowodnie tylko, ze ciaglosc w sensie
Heinego pociaga za soba ciaglosc w sensie Cauchy'ego, gdyz w tej czesci dowodu
korzysta sie.z pewnika wyboru. Dowód implikacji odwrotnej nie jest trudny i nie
korzysta (lepiej byloby powiedziec: nie musi korzystac) z pewnika wyboru. Sadze,
ze Czytelnik da sobie z nim rad.e.

Przystapmy do dziela. Zaloze, ze funkcjaf jest ciagla w sensie Heinego
w punkcie xo, tzn. ze dla dowolnego ciagu{xn} warunek lim Xn = Xo pociaga

n -+ <Xl

za soba warunek limf(xn) = f(xo). W celu uzyskania sprzecznosci zaloze, ze
n ...•<Xl

funkcja f nie jest ciagla w sensie Cauchy'ego w punkcieXo, tzn. zakladam ze
V A V (lx-xol < {JA If(x)-f(xo)l) ~ e).

8>0">0 x

Dla kazdej liczby naturalnejn tworze zbiór

An = {(n, x).:lx-xol < l/nA lf(x)-f(xo)1 ~ e}.

Zbiór ten zgodnie z przyjetym zalozeniem (dla{J = l/n) jest niepus~y. NiechR
bedzie rodzina zlozona ze wszystkich zbiorówAn. Jezelin # m, to AnnAm = 0,
bo oba te zbiory skladaja sie z par uporzadkowanych, przy czym pary
uporzadkowane wystepujace w róznych zbiorach maja rózne poprzedniki, a wiec
sa rózne. ZatemR jest rodzina zbiorów niepustych i rozlacznych. Pewnik wyboru
stwierdza, zeSeleR) # 0. Niech W bedzie selektorem rodzinyR. Dla kazdej
liczby naturalnej n zbiór Ann W ma dokJadnie jeden element bedacy para
uporzadkowana, której poprzednikiem jest liczban, a nastepnikiem liczba
rzeczywista, oznaczmy ja przezxn, taka, ze spelnione sa warunkiIXn- Xo I < l/n
orilZ If(xn)-f(xo)1 ~ e. Otrzymalismy zatem ciag{xn} o nastepujacych
wlasnosciach:Ixn-xol < l/n oraz If(xn)-f(xo)1 ~ e dla kazdej liczby
naturalnej n. Z pierwszego z tych warunków wynika, ze limXn = Xo, zas

n -+ <Xl

Z drugiego, zef(xo) nie jest granica ciagu{I(xn)}. Otrzymalismy zatem
sprzeczn9sc z przyjetym na wstepie zalozeniem, ze funkcjaf jest ciagla w sensie
Heine~o w punkcieXo.

Udowodnione twierdzenie bardzo czesto bywa wykorzystywane przy badaniu
ciaglosci funkcji.
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Szczególowa analize wielu innych dowodów opartych na aksjomacie wyboru
przeprowadzil juz w1918 r. wielce zasluzony dla matematyki polskiej i swiatowej,
jeden z twórców Warszawskiej Szkoly Matematycznej - Waclaw Sierpinski.
Byl on jednym z zalozycieli i dlugoletnim redaktorem organu tej Szkoly,
"Fundamenta Mathematicae",poswieconego teorii mnogosci i jej zastosowaniom.
Byl on równiez autorem pierwszego w skali swiatowej podrecznika teorii
mnogosci wydanego w1912 r. Pewnik wyboru-o'9ljednym z tematów, które
pasjonowaly Sierpinskiego niemal do konca zycia. Jednym znajwybitniejszych
w swiecie badaczy pewnika wyboru byl inny przedstawiciel tej Szkoly, zmarly
niedawno prof. Andrzej Mostowski. Jest on autorem zdania: "Tylko zon nie
trzeba wybierac, one sa nam dane".
Do tej pory pisalem o pozytku plynacym z przyjecia pewnika wyboru.
Przysparza on równiez pewnych klopotów. Otóz Stefan Banach i Alfred Tarski
udowodnili, korzystajac oczywiscie z pewnika wyboru, ze kule mozna tak chytrze
podzielic na skonczona liczbe czesci, ze z nich mozna zlozyc dwie kule
identyczne z wyjsciowa. Taki paradoksalny wniosek (tzw.paradoksalny rozklad
kuli) i inne sklanialy do przypuszczenia, ze pewnik wyboru jest sprzeczny
z pozostalymi pewnikami teorii mnogosci. Przypuszczenia te zostaly rozwiane
w 1938 r. przez Kurta GOdla, co wiecej w1963 r. Paul J. Cohen udowodnil,
ze przyjecie zaprzeczenia pewnika wyboru równiez nie prowadzi do sprzecznosci
z pozostalym; aksjomatami teorii mnogosci. Okazalo sie zatem, ze pewnik wyboru
jestniezalezny ( od pozostalych aksjomatów). Tak wiec nasze rozumowanie przez
analogie, prowadzace do sformulowania pewnika wyboru, niczym nie bylo
usprawiedliwione. Powstaje zatem pytanie: przyjac czy odrzucic pewnik wyboru?
Argumentem za przyjeciem pewnika wyboru jest fakt, ze wiele waznych odkryc
matematycznych nie zostaloby dokonanych bez niego. Nie mozna by na przyklad
bylo udowodnic twierdzen, których dowody tu podalem. Oczywiscie, nie tylko
dlatego, ze w ich dowodach korzystalem z pewnika wyboru, ale przede wszystkim
dlatego, ze pokazano nieistnienie dowodów tych twierdzen bez opierania sie na
pewniku wyboru. Badaniami, o których pisalem pod konie,? artykulu, zajmuje sie
specjalny i bardzo zaawansowany dzial matematyki zwany podstawami teorii
mnogosci. Z tego wzgledu ograniczylem sie tu tylko do podania pewnych wyników
tego dzialu.
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2' (P+ W).
F

W + ~ W mostek.
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F' jest wartoscia sily z jaka czlowiek
oddzialuje na line, aT wartoscia sily

wzajemnego oddzialywania czlowieka i mostka.

Stad:

Tyle wynosi napiecie liny zarówno

w punkcie A jak i B. Oczywiscie nacisk na
os C równa sie2F = P+ W.
Równania ruchu czlowieka i mostka, gdy

czlowiek podciaga sie ze stalym

przyspieszeniem -~ wzgledem bloczka, sa

nastepujace:

5
2' r ~4 (P+ W).

Na koniec pytanie: czy ten sam wynik

uzyskalibysmy w przypadku podciagania
mostka przez drugiego czlowieka. nje

stojacego na mostku?

Rozwiazanie zadania F 39. W sytuacji
statycznej warunek równosci napiec liny po

obu .tronach bloczka jest postaci:

F- P+ W-F,
gdzie F jest sila, z jaka czlowiek ciagnie line
w punkcie A.

Pomewaz lina jest niewai:ka, równiez napiecie

liny w punkcie B wynosi r. Natomiast
nacisk na os C równa sie

Stad:

x y

Ro,pati7my teraz deltoid o katach 60', 80

60' i 160' (dla n ,4 szukana liczba jest wie •..

tez równa 3).

Mozna wpisac wen okrag. NiechX i Y beda

punktami stycznosci tego okregu z bokami
deltoidu wychodzacymi z wierzcholka kata
o mierze 160". Obierajac na krótszym
z luków XY n-5 punktów, otrzymujemy wraz

z wierzcholkami przy katach ostrych deltoidu

wierzcholki n-kata wypuklego o trze~h katach

ostrych

Rozwiazanie zadania M 115. Dla n, 3

szukana liczba jest oczywiscie 3. Zalózmy,

ze n-kat wypukly (n ;;, 4) ma x ostrych

katów wewnetrznych. Wiadomo. ze suma

miar wszystkich katóW wewnetrznych n-kata
wypuk/ego równa jest(n - 2)n, a kazdy taki

kat ma miare mniejsza odn. Byloby wiec

(n - 2)" < x' :: + (n x)", czyli 2n 4 <
2

< x ~2n-2x, skad x < 4. czyli x •• 3,

Rozwiazanie zadania '\1117. Przypu,cmy,
ze liczb tcj postaci jt:st liczba skonczona

i ze Pl' P2t o.' Pil to 54 wszYl)tkie takie hClby.

Rozpatrzmy hczb

N 4PIPJ .. Po I
Jest to liczba wieksza od jednoscii ma wobec

tego jakis dzielnik pierwszy. oczywiscie

nieparz)'sty. Jest niemozliwe, by wszystkie

takie dzielniki byly po,taci 4k + 1, gdyz
iloczyn liczb tej postaci jest znowu liczba tej

postaci. Jeden z dzielników pierwszych

liczby N jest wiec pc,staci 4" + 3. Jest on

rózny od kazdej z Iiczh Pl. Plo ... , Prl. gdyz

pncz te liczby dzieh sj~ liczba .v+ t; gdyby
iN byla podzielna prl.CL które~ Pl, to liczba

N+ 1 -iV l dzielilab)' sie prLeL. Pl, co je.'\t

niemozliwe. \'.'skaJ'.ali,my wiec liczbe pierwsza

postaci 4k + 3 rózr l od kazdej 'L, liczb Pl' Pl,
...• Pll. co przeczy laloi:eniu. ze byl)' to
wszystkie takie ~iClhy.

Udo\\odnionc t\\icn.lJcnie jest szczególnym

przypadkiem twierd;cnia P G. Lejeune
Dirichlcta (udowouniunego w roku 1837)

orzekajacego, ze jeLch'J j b ~a liczbami
naturalnymi wzglednie pierwszymi. to istnieje

nieskonczenie wieJe lic.lb pien~·szych postaci
ak+b. Dowód tego l"ieru"enia jest jednak
rudny.
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