Fizyka wspomaga geometri¢ Zbigniew OGIELSKI

W momencie pisania artykulu autor byl
uczniem I1I kl. LO im. M. Konopnickiej
w Inowroclawiu.
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Matematyka jest nauka, ktéra w rozwoju swoich metod z reguly nie korzysta z osiagnieé zadnych

innych nauk. Niejednokrotnie jednak przy rozwiazywaniu zadan mozna skorzystaé ze zdobyczy

innych nauk, przez co rozwiazania mozna uprosci¢ lub urozmaicic.

Na podstawie kilku przykladow pragne pokazaé, w jaki spos6b mozna wykorzysta¢ wlasnosci

$rodka cigzkosci do rozwiazywania zadan z geometrii.

W rozwazaniach naszych bedziemy korzystali ze znanego i latwego do udowodnienia twierdzenia:

,»Jezeli w danym ukladzie punktoéw 4,, 43, ..., A, o masach m,, ma, ..., m, zastapimy punkty

Ay, Az, ..., A ich $rodkiem cigzkosci T'nadajgc mu masg m, +my + ...+ my, to uklad punktow

T, Agsr, ..., As ma ten sam $rodek cigzkosci, co uklad dany”.

Bedziemy tez korzystaé z faktu, iz §rodkiem cigzkosci dwoch punktoéw A i B o masach a i b jest
AS b

taki punkt S odcinka AB,ze —— = —.
SB a

' Wykorzystujac wiasnosci $rodka cigzkosci udowodnimy teraz kilka znanych twierdzen o trojkacie,

a takze wyprowadzimy pewne wzory, moggce si¢ przydaé przy rozwigzywaniu zadan.
Zadanie 1. Udowodnié, ze trzy dwusieczne katéw wewnetrznych w trojkacie przecinaja sie
w jednym punkcie.
Rozwiazanie. Niech w trojkacie ABC o bokach diugoéci a, b, c:

dwusieczna & A przecina bok o dlugosci @ w punkcie A°,

dwusieczna ¥ B przecina bok o dlugoéci & w punkcie B’,

dwusieczna ¥ C przecina bok o dlugosci ¢ w punkcie C”.
Umie$émy w punktach A, B, C odpowiednio masy a, b, ¢. Niech srodkiem cigzkosci ukladu
punktéow A, B, C bedzie punkt O. Poniewaz z twierdzenia o dwusiecznej kata wewngtrznego

AcC’ b
w trojkacie mamy CB = =i wiec punkt C’ jest srodkiem cigzkosci mas @ i b w punktach 4 i B.
Zatem jezeli w punkcie C’ umiescimy mase a+ b, to srodek cigzkosci punktow C’ i C bedzie sig
pokrywatl z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie dowodzimy, Ze
punkt O nalezy do odcinkow A4’ i BB’. Zatem odcinki AA’, BB’ i CC’ przecinajg si¢ w punkcie O,
c.n.d.

Obliczymy jeszcze w jakich stosunkach dzielg sie dwusieczne katow wewnetrznych w trojkacie.
Jak udowodnili$my wyzej, dwusieczne katow wewnetrznych trojkata ABC przecinaja sig
w punkcie O. Mamy wigc obliczyé w jakich stosunkach punkt O dzieli dwusieczne AA’, BB, CC".
Poniewaz punkt O jest §rodkiem cigzkosci mas ¢ i a+b umieszczonych w punktach Ci C' zatem:

co a+b
oc’ ¢
AO bt+ec BO a+tc
Analogicznie znajdujemy: o m A OB _ b

Zadanie 2. W jakim stosunku przecinaja si¢ wysokoéci w trojkacie ostrokatnym?

Rozwiazanie. Niech w trojkacie ABC odcinki 44", BB’ i CC’ beda wysokodciami tego trojkata.
Umie$¢my w punktach A, B, C odpowiednio masy tg ¥ 4, tg ¥ B, tg ¥ C. Niech $rodkiem
cigzkosci ukladu punktéw A, B, C bedzie punkt O.

o L. ce . AC" tgxB
Poniewaz tg ¥ 4 = ac itgxB 5 wigc CB~ gxA
ciezkos$ci mas tg ¥ 4 i tg ¥ B w punktach 4 i B.
Umie$émy zatem w punkcie C” mase tg ¥ A-tg ¥ B. Wtedy $rodek ciezkosci punktow Ci C*
pokrywa sig z punktem 0. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie dowodzimy,
ze punkt O nalezy do odcinkow AA" i BB'. Zatem odcinki AA4’, BB’ i CC’ przecinajq si¢
w punkcie O.

Wykazali$my, ze punkt O jest Srodkiem cigzko$ci mas tg x Ci tg ¥ A+tg ¥ B w punktach Ci C".
Zatem

zatem punkt C' jest érodkiem

CO tgxA+gxB
oc’ 1igxC
_ ) A0 _tge:B+tg-}:C BO _ tgxA+tgxC
Analogicznic dowodzimy, ze 04" 25 A
Uogdlnieniem zadan 1 i 2 jest nastgpujace zadanie:
Zadanie 3. Niech w trojkacie ABC na bokach AB, BC, CA bedg dane odpowiednio punkty
C’, A', B’ takie, Ze
AC BA’ CB
___=k' —_—=k i — =k i ki ky-ky=1
CB 1 AC 2 1 BA 3 1 1" K2 Ka
Udowodnié, ze odcinki A4’, BB’, CC’ przecinajg si¢ w jednym punkcie. W jakich stosunkach
dzielg sig¢ te odcinki?
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Rozwiazanie. Umie$émy w punktach 4, B, C odpowiednio masy 1, k,, k; - k,. Niech punkt O
bedzie srodkiem ciezkos$ci ukladu punktow A, B, C.
1 CHB’ 1
Poniewaz ky " ky ks = 1, i ks = zate _—
TR e s i S CTA T hks

AC
Poniewaz B = k, wiec punkt C’ jest érodkiem cigzkosci mas 1 i k; w punktach A i B. Zatem

jezeli w punkcie C’ umiescimy mase 1+ k,, to srodek ciezkosci punktow C i C’ bedzie sig
pokrywal z punktem O. Zatem punkt O nalezy do odcinka CC’. Analogicznie z rownosci

E-{ =k, = kaki oraz ﬂ = 1 wnioskujemy, ze punkt O nalezy
AC ky B'A kiks
do odcinkéw 4A4’ i BB'. Zatem proste AA" i BB’ oraz CC’ przecinaja si¢ w punkcie O, c.n.d.
Jak juz udowodnili$my, punkt O jest srodkiem ciezkosci mas k; - k; i 1+k; w punktach Ci C’,
Zatem 2 = l_+{ci

oc kiks
Podobnie obliczamy gﬁ; = E% ; % =kikatky =k (kz+1)

Rozwigzemy teraz dwa zadania o czworokatach.

Zadanie 4 (XXVI Olimpiada matematyczna). W czworokacie plaskim wypuklym ABCD wybrano
na bokach przeciwleglych AB i CD punkty P i R, za$ na bokach przeciwleglych AD i BC

kty Qi Swt 'b'AP & A2 e b. Dowiesé, ze jezeli O jest
un i Swtensposob,ze — = —=a, — = — = b. ies¢, ze jezeli O jes
punkty PO PE - RC a oD 5C owie j j
unktem przecigcia odcinkoéw PR i 08, to b b or 20

y to— = 9z — =4,
P p &C OR o 0S

Rozwigzanie. Umie$émy w punktach A4, B, C, D odpowiednio masy 1, a, ab, b. Poniewaz

% =bi g—ﬁ = b wiec punkt S jest srodkiem ciezkos$ci mas a i ab w punktach Bi C,

a punkt Q jest érodkiem mas 1 i b w punktach 4 i D.

Umiesémy zatem w punktach S i Q odpowiednio masy a+ab i 1+b. Wtedy srodek cigzkosci
punktow S i Q pokrywa si¢ ze srodkiem cigzkodci ukiadu punktow A, B, C, D. Zatem Srodek
ciezlosci ukladu punktéw 4, B, C, D lezy na odcinku SQ.

Analogicznie, umieszczajac w punktach P i R odpowiednio masy 1+a i b+ ab wnioskujemy,

ze $rodek ciezkosci ukladu punktow A, B, C, D lezy na odcinku PR. Poniewaz nalezy on
jednoczesnie do odcinka QS i do odcinka PR, wigc jest nim punkt O. Punkt O jest zatem takze
$rodkiem ciezkoéci ukladu punktow P, R oraz ukladu punktow S, Q wigc

PO b+ab b Q0 a+ab

OR 1+4a
Rozwiazemy teraz zadanie ogdlniejsze od zadania 4.
Zadanie 5. W czworokacie plaskim wypuklym 4ABCD wybrano na bokach AB, BC, CD i DA
odpowiednio punkty P, S, R, Q w ten sposob, Ze

AP BS CR DQ 1

=ity To—imids, s iy

PB SC RD QA a;*a;*as
Niech punkt O bedzie punktem przecigcia odcinkéw PR i SQ.
W jakich stosunkach punkt O dzieli te odcinki?

Rozwigzanie. Umiesémy w punktach 4, B, C, D odpowiednio masy 1, a,, a, " @2, a1 " az" ds.
. . AP .CR a,a*as . ] ) e '
Poniewaz — = a; i— = a3 = ————— wigc punkt P jest $rodkiem cigzkosci mas 1i ay

PB RD aidaz
w punktach A i B, a punkt R jest $rodkiem mas a,a; i a,aza; w punktach C i D. Umies¢my
zatem w punktach P i R odpowiednio masy 1+a, i a;a:+a,a.a;.
Wtedy é$rodek ciezkosci punktdéw P i R pokrywa sig ze §rodkiem cig¢zkosci calego ukladu
punktéw A, B, C, D. Zatem érodek ciezkosci calego ukladu punktéw A, B, C, D lezy na
odcinku PR.
Analogicznie umieszczajac w punktach S i Q odpowiednio masy a;+aya, i 1 +a,a;a;
dowodzimy, Ze $rodek ciezkosci catego ukladu punktéw A, B, C, D lezy na odcinku SQ.
Poniewaz lezy on tez na odcinku PR, wiec srodkiem ciezkoéci ukladu punktéw 4, B, C, D jest
punkt O. Punkt O jest jednocze$nie srodkiem ciezkosci mas 1+a, i a,a; +a, @243 w punktach
P i R oraz §rodkiem ciezkosci mas a; +a;a; i 1 +a;a;a; w punktach §'i Q. Zatem

PO 1+a; S50 1+aa;a;

— =a,dy"’ oraz el e s
OR i & oQ ay+a,a;

—_—— = a‘
oS 14+b c.n.d.

Pokazali$my na przykladach, jak moZna stosowaé zasady fizyki do rozwigzywania zadan

z geometrii. Zadania te moina by oczywiscie rozwiazaé metoda ,,czysto matematyczng”, ktora
jednak moglaby by¢ bardziej skomplikowana (np. zadanie 4 rozwigzatem korzystajac

z twierdzenia Menelausa, co bylo bardzo pracochlonne i wymagato wielu wyliczen).

=



