XVIIT MIEDZYNARODOWA OLIMPIADA MATEMATYCZNA
ODBYLA SIE W AUSTRII (7-21 LIPCA 1976 R.)
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Dwudniowe zawody odbyly si¢ w Lienzu (Wschodni Tyrol) w dniach 12 i 13 lipca. W zawodach uczestniczyli
uczniowie z 18 panstw: Austrii, Bulgarii, Czechoslowacji, Finlandii, Francji, Grecji, Holandii, Jugostawii, Kuby,
NRD, Polski, Rumunii, Stanéw Zjednoczonych AP, Szwecji, Wegier, Wielkiej Brytanii, Wietnamu i ZSRR (z Kuby
przyjechalo trzech uczniéw, z pozostalych panstw po o$miu). Ponadto na prawach obserwatoréw uczestniczylo
dwdch uczniow z RFN. Migdzynarodowe jury przyznato 9 nagréd I stopnia, 28 nagréd II stopnia i 45 nagrod

I1I stopnia. Polacy zdobyli 6 nagréd III stopnia. Otrzymali je: Jerzy Grzybowski (V LO w Krakowie), Andrzej
Huczynski (ITI LO we Wroclawiu), Adam Parusinski (I LO w Gdansku), Janusz Pawlikowski (I LO w Bydgoszczy),
Jan Wehr (XIV LO w Warszawie),

W nieoficjalnej punktacji zespolowej Polacy zajeli IX miejsce za ZSRR, Wielka Brytania, Stanami Zjednoczonymi,
Bulgarig, Austrig, Wegrami i NRD. Oto zadania:

1. Pole powierzchni plaskiego czworokata wypuklego réwne jest 32 cm? a suma dlugosci dwoch przeciwleglych jego bokéw i jednej
przekatnej rowna jest 16 cm. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci, ktdre moze przyjmowac dlugosc drugiej przekatnej.

2. Niech Py(x) = x*—2i P)(x) = P,(P,_,(x)) dlaj = 2, 3, ... Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wszystkie

pierwiastki rownania P,(x) = x s rzeczywiste i parami rézne.

3. Prostopadioscienne pudetko mozna calkowicie wypelni¢ szeécianami jednostkowymi. Jezeli bedziemy umieszcza¢ w nim szeéciany

o objetosci 2 i krawedziach rownoleglych do krawedzi pudetka, to maksymalna liczba takich sze$cian6w wypetni tylko 409 objetosci pudelka.
Wyznaczy¢ wewnetrzne wymiary wszystkich pudelek o tych wiasnosciach. (ﬁ = 1,2599.. .).

4. Znalez¢ najwigkszg wartos¢ iloczynu liczb naturalnych, ktoérych suma réwna jest 1976.

(Odpowiedz uzasadnic.)

5. Dany jest uklad p réwnan z ¢ = 2p niewiadomymi a;; x; +a@;2 X3+ ... +a;x, =0

Ay X3+ apaXa+ ... Fapxe =0
gdzieaj e {0, —1, +1}dlai=1,2,..,p;j= 1,2, ..., ¢. Udowodnié, ze istnieje rozwigzanie (x,, x3, ..., x,) tego ukladu spelniajace
nastepujgce warunki:
— wszystkie x; (j= 1, 2, ..., ¢) sa liczbami calkowitymi,
— co najmniej jedna z liczb x; (= 1, 2, ..., g) jest r6zna od zera,
—dla kazdego j (j= 1,2, ..., g) jest |xj| < q.

)
6. Ciag liczbowy uo, uy, U2, ... jest okredlony nastepujgco: wo = 2, uy = ?,'

Upyy = Up(ui_y—2)—u, n=1,2,.2
Udowodnié, ze zachodzi réwnoéé
—(—=1 "
[ud = 2 # n=1,2,..), ([x] jest najwigkszg liczba calkowity nie wigksza od x).
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Schematyczny wyglgd silnika moie bye np. taki jak na rysunku obok.

Pierwsza faza eyklu: zawér Z, otwarty, Z; zamknigty. Ciénienic pod tlokiem na mocy prawa Daltona wynosi pg + po.
Odsuwajac thok od dna cylindra uzyskujemy prace wykonywang przez nadwyike cisnienia pod tokiem nad cisnieniem
atmosferycznym, W fazie tej pobieramy iloi¢ gazu jaka wydziela si¢ z groty w czasie przewidzianym na pelny cykl,
Jesli jest to objgtosé Vg, to praca tloka w tej farie wyniesic py V. Poniewaz wyczerpalismy juz ilosé gazu preypadajycy
na caly cykl, wige musimy zamkngé zawoér Z, i dolsze rozprezanie prowadzié przy zamkniclym zaworze Z,. Wekutek
tego cisnienie czgstkowe gazu z groty bedzie pod tlokiem spadalo zgodnic z wzorem py- Vo) V. Dzigki blonie By cisnienie
czgstkowe powietrza pod thokiem jest w kazdej chwili rowne pg i réwnowaty cidnienie nad tlokiem. Efektywna prace
wykonuje wige cisnienie czgstkowe gazu z groty, Pytanie postawione w zadaniu réwnowazne jest zapytaniu, czy istnicje
ograniczenie na pracg jakg mozemy uzyskad rozprezajge izotermicznie okreslong porcjg gazu. Zeby to zbadad,
sporzadimy wykres funkeji pg - Vy/V w zaleinoici od V.

Jasne jest, ze jesli w tej drugiej fazie rozpretymy gaz do objgtodei Vi, to wykonana w drugiej fazie praca rdwna jest
polu powierzchni zakreskowanej na rysunku. Musimy dowiedé, 2e przy dostatecznie duzym Vi (na co nie ma
teoretycznych ograniczeri) otrzymana praca moize by¢ dowolnie duza.

Rozpatrzmy w tym celu zaznaczone na rysunku prostokgly odpowiadajgce odeigtym 2V, 4V, BV, ..., 29V,. Jest
oczywiste, ke pola tych prostokatow sq rowne i 2e pod krzywy modna pg- FofV ,, zmiescié¢ ""dowolnie duzo takich
prostokgtow. Jedeli My = 2"V, to jest jasne, 2e praca L moze byé ograniczona przez nastgpujyce dwic liczby
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lub w dod¢ grubym przyblizeniu LVw Vi = PaVo logs —i:-‘- . W praktyce log; --F—‘- nie moize byc liczby zbyt duzy, gdyz
o

logarytm rosnie niezwykle wolno ze wzrostem Vi, teoretyeznie jednak liczba ta nie jest ograniczona. Oczywilcie po

P osiggnigeiu tqdanej objgtodci Fi olwieramy zawor Z; i sprowadzamy tlok do polotenia poczytkowego bez wykonywania
#adnej pracy.
Dowiedlismy wige, Zze w okreslonym czasie trwania cyklu mozemy uzyskac teoretycznie dowolnie wielka prace. Moc
silnika (idealnego) moie by¢ dowelnie duza mimo ograniczonej liczby gazu roboczego wydohywajycego sig z groty
w jednostce czasu,
Praca ta wykonywana jest oczywidcie kosztem ciepla otoczenia jakie jest pobierane przy izotermicanym rozpretaniu
gazu, Wynik ten nie jest sprzeczny z Il zasadg termodynamiki, gdy2 pobieranie ciepla z otoczenin nie jest jedynym
cfektem pracy silnika. Odbywa sig nieustanne mieszanie gazu wydobywajgcego sig z groty z powietrzem atmosferycznym
Uwaga! W zadaniu rozwataliSmy silnik idealny, W praktyce moc silnika bgdzie ograniczona, Zastandweie sig, jukie

VK v mogy by¢ tego powody (nie termodynamiczne) i juk dugy jest ich wplyw.
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