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o najwiekszej znanej liczbie pierwszej

.Dr hab. Andrzej ROTKIEWICZ

Wielki polski matematyk, twórca polskiej szkoly matematycznej i genialny badacz,
znakomity popularyzator matematyki, autor piecdziesieciu ksiazek i720 prac
naukowych, doctor honoris causa wielu uniwersytetów, zmarly przed ponad
siedmiu laty Profesor dr Waclaw Sierpinski w przedmowie do II czesci swej Teorii
Liczb napisal:
"Jako przyklad postepu, jaki dokonal sie w teorii liczb w ostatnim czasie,
wystarczy podac, ze najwieksza znana w roku1950 liczba pierwsza byla liczba
2127- l, majaca 39 cyfr, dzis zas najwieksza znana liczba pierwsza jest liczba
23217_ 1,majaca 969 cyfr. Wówczas znalismy tylko12 liczb doskonalych, dzis
zas znamy ich18". Te slowa byly pisane w roku1958. Liczby pierwsze sa to
liczby naturalne, które maja dokladnie dwa dzielniki naturalne. Sa to wiec liczby
2, 3, 5, 7, 11, ... Liczby doskonale sa to liczby, które sa równe sumie swych
dzielników naturalnych, mniejszych od nich samych. Najmniejsza liczba doskonala
jest, jak latwo widziec, liczba6 = 1+ 2 + 3. Nastepna po niej jest liczba
28 = 1+2+4+7+14.
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Aby liczba 2"-1 byla liczba pierwsza
potrLcba. zebyn bylo liczba pierwsza, bowiem
21l, ~ I jest podzielne przez 2"1-1

Cataldi zauwazyl to w 1603 roku i sprawdzi/,
ze 2P-l jest pierwsze dlap = 13,17 i 19.

--
Rozwiazanie zadania M 113
'Zauwazmy, ze lic'lby 2"i2/1+3 daja przy
dzieleniu pr.zez 7 takie same reszty, gdyz
róinica 2"+3_2" =: 2"(23- t) = 7, 2" jest
podziolna przez7. Podobnie liczby n' i (n+ 7)'
daja przy dzieleniu przez 7 takie same reszty.
co wynika z równo';ci (n + 7)' - n' = 7(2n+ 7).
Ciag reszt z dzielenia przez 7 liczb211

(n = 1,2,3, ... )jest zatem okresowy i okres
wynosi 3, jest to wiec ciag

(0) 2,4, 1,2,4,l, ...

Ciag reszt z dzielenia przez 7 liczbnI
(n = 1,2,3, ... ) jest tez okresowy i okres
wynosi 7, jest to wiec ciag

(00) O, 1,4,2,2,4, I, O, 1,4,2,2,4, l, ".

Reszta, jaka daje przy dzieleniu przez 7
liczba 2" + n2• jest suma reszt, jakie daja

liczby 2n i n2 (byc moze zmniejszona 0'7).
Latwo jednak sprawdzic, ze liczba 7 nie jest
suma liczb wzietych po jednej ze zbiorów
{l, 2,4)i {O, 1,2,4l,tj, ze zbiorów wartosci
ciagów (0) i (00),
Wykazalismy w ten sposób twierdzenie
ogólniejsze:
Dla zadnych liczb naturalnych m i n liczba

2,"+n1nie dzieli sie przez 7.

Mozna dowiesc, ze na to, aby liczba parzystan byla liczba doskonala, potrzeba
i wystarcza, by byla ona postaci2'-1 (2' -l), gdzie 2' -1 jest liczba pierwsza.
Zatem wszystkie liczby doskonale parzyste sa zawarte we wzorze2P-1(2P-l)

z warunkiem, ze liczbyp oraz 2P- l sa pierwsze.
Juz Euklides podal nastepujaca metode wyznaczania liczb doskonalych:
"Obliczamy kolejne sumy skladników szeregu

1+2+4+8+ 16+32+ ...

Jezeli suma taka okaze sie liczba pierwsza, to pomnózmy ja przez ostatni
skladnik. Otrzymamy liczbe doskonala".
Na podstawie przytoczonego poprzednio twierdzenia widzimy, ze metoda
Euklidesa wyznacza wszystkie parzyste liczby doskonale. Dlap = 2, 3, 5, 7 liczby
2P -l odpowiednio równe3,7,31, 127sa pierwsze, zatem6,28,496,8128 sa liczbami
doskonalymi, co zostalo zauwazone juz przez Nicomachusa okolo100 roku naszej
ery.

Manuskrypt z roku 1456 podaje poprawnie jako piata liczbe doskonala liczbe
33550336, która równa sie212(213 -1).

Fermat w1640 roku zauwazyl, ze223_1 ma dzielnik 47, zas237 -1 ma dzielnik
223, zas Euler w1732 r. zauwazyl, ze1103 jest dzielnikiem liczby229 -1. Euler
w 1772 roku stwierdzil, ze liczba231_1 = 2147483647 jest pierwsza i - co za tym
idzie - ze liczba230(231_1) = 2305843008139952128 jest doskonala. Jest to
ósma z kolei liczba doskonala parzysta. Dziewiata z kolei liczba doskonala
parzysta odpowiada wykladnikowip = 61. Jest to liczba260(261_1). Pierwszosc
liczby 261_1 majacej 19 cyfr zostala stwierdzona przez Pierwuszyna w1883 r.,
Seelhoffa w1886 r. i Hudelota w1887 r.

Powers w1911 r. znalazl nastepna liczbe doskonala288(289 -l). Tenze wraz
z Fauquemberguem znalazl w1914 r. liczbe doskonala2106(2107-l),
a Fauquembergue równiez w 1914 r. znalazl dwunasta liczbe doskonala
2126(2127 -1) majaca 77 cyfr. Drugi czynnik tej liczby,2127-1, byl najwieksza
liczba pierwsza do roku1950. Ze wzgledów historycznych wazna jest uwaga,
ze Mersenne w1644 r. twierdzil, ze2P - l jest pierwsze tylko dla11 wartoscip,
a mianowicie dlap = 2,3,5,7, 13, 17, 19,31,67, 127,i 257.

Lehmer dowiódl jednak, ze liczba2257 -1 nie jest pierwsza i przeto liczba
2256(2257 -1) nie jest doskonala. Tak wiec w ciagu Mersenne'a nalezy skreslic
257 i 67 a dopisac61, 89 i 107. Poza tym istnieja dlan > 257 liczby Mersenne'a
Mn, które sa pierwsze. W styczniu1952 r. przy uzyciu maszyny matematycznej
SWAC, oraz twierdzenia Lucasa-Lehmera udowodniono, ze liczby Mersenne'a
1\1521= 2521_1 i M601 = 2601_1 sa pierwsze. Pierwsza z tych liczb ma157
cyfr, druga 183 cyfry. W tym samym roku, w czerwcu, udowodniono, ze liczba
M1279 = 21279-l jest pierwsza. Ma ona376 cyfr. We wrzesniu1952 r.
znaleziono, ze liczbyM2203 i M2281 sa pierwsze. Pierwsza ma664 cyfry, druga
687 cyfr. Praca maszyny elektronowej dla stwierdzenia, ze liczbaM2281 jest
pierwsza, trwala 66 minut.
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gdzie

W 1958 roku na szwedzkiej maszynie elektronowej
BESK stwierdzono, ze liczbaM3217 = 2591170 ... 09315071, majaca 969 cyfr jest

pierwsza. Praca maszyny trwala 5 -}-godzin. Nastepnie w 1964 r. znaleziono liczby
pierwszeM9689, M9941 i M11213. Uzywano maszyny ILLAC II na uniwersytecie
w Illinois. M11213 ma 3381 cyfr. Czas pracy maszyny dla udowodnienia, ze jest
ona pierwsza wynosil 2 godziny i 14 minut .
Dzis znamy 24 liczby Mersenne'a, które sa pierwsze i tyle samo znamy liczb
d'oskonalych .
Najwieksza znana liczba pierwsza wynosi 219437-1= 4315424797 ... 0968041471
i ma 6002 cyfry.
Najwieksza znana liczba doskonala jest obecnie (219937- 1)219936=
= 9311445590 ... 0271942656 i ma 12003 cyfry.
Tak wiec obecnie znamy 241iczby Mersenne'aMn, które sa pierwsze.
Otrzymujemy je dlan = 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,617,1279,
2203,2281,3217,4219,4423,9689,9941, 11213,19937 .
Najwieksza znana liczba pierwszaM19937 i najwieksza znana liczba doskonala
zostaly znalezione 4 marca 1971 roku na maszynie elektronowej IBM 360/91
w Stanach Zjednoczonych Ameryki przez T,uckermanna przy pomocy twierdzenia
Lucasa-Lehmera. Czas pracy maszyny' wynosil 35.01 min. Dokladniejsze dane
mozna znalezc w artykule Tuckermanna w 68 tomie czasopismaThe
Proceedings oj the National Academy oj Sciences oj the United States oj America
na stronach 2319-2320 w artykule pt. "The 24th Mersenne Prime".
Twierdzenie Lucasa-Lehmera mozna sformulowac tak: Liczba2P-l, gdziep jest
liczba pierwsza> 2, jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

(I) (2P-1)10 + Y3)2P-1 + (I - y'3)2P-1 = V2P-1.

Aby wiec stwierdzic, ze liczba 219937-l jest dzielnikiem liczby (l+Y3)219936 +

+ (I - Y3)219936 mozna pogladowo powiedziec, ze twierdzenie Lucasa-Lehmera
zastepuje biliony, biliony, biliony ... dzielen jednym dzieleniem ..
Z kolei latwo dowiesc, ze podzielnosc (I) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(p - l )-szy wyraz ciagu

SI = 4, S2= 14, S3= 194, ... , Sb ... ,
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jest podzielny przezMp = 2P-1.

Aby obliczyc rp-1 potrzeba wiec wykonacp-2 podnoszen do kwadratu liczb
bedacych resztami z dzielenia przezMp, a wiec majacych nie wiecej cyfr niz
liczba Mp = 2n-1, a nastepnie znajdowac reszte z dzielenia przezMp tych
kwadratów zmniejszonych o liczbe 2. Te mnozenia i dzielenia wykonuja wlasnie
maszyny matematyczne.
Do tej pory nie wiemy jednak, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
Mersenne'a.

V2n-l 2"-1 2"-1 2 2n_1(V~n_1 )
Sn-1 = ---n=2, skad 2 .Sn = 2 .(Sn-l - 2) = 2 --.=y - 2 =

22 22

= Vin_1-2.22n-1 = [(1+Y3)2H+(1_y3)2n-1Y_2'22n-1 =

= (1+ y3)2" + (1- y3)2" = V2"

i na mocy indukcji stwierdzamy, ze wzór (2) zachodzi dla kazdegon ;;?; 2.
Oznaczmy teraz przeztreszte jaka otrzymamy dzielact przezMp = 2P -1. Wtedy
twierdzenie'Lucasa-Lehmera mozna wypowiedziec tak: LiczbaMp = 2P-1,
gdziep jest liczba pierwsza > 2, jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy
(p - I)-szy wyraz ciagu okreslonego rekurencyjnie przez

r1 = 4, r2 = 14, ... ,rH1 = rf-2 dla k = 1,2, ...

SI = 4 zasSk = Si-1-2 dla k = 2,3, ... ,

jest podzielny przezMp = 2P-1.
Rzeczywiscie, przez indukcje latwo dowiesc, ze

2"-2
(2) V2"-1 = 2 Sn-l

W samej rzeczy, jezelin = 2 to V2H = V21 = 0+ )1/3)2 + (I - y3)2 = 8 oraz
2n-2 Sn-1 = 220 • SI = 2· 4 = 8.
Jesli zas zachodzi (2) dla liczby naturalnejn ;;?; 2 to
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