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Metoda kresek — czyli jak wykorzystaé relacje do obliczen

POPLATANE PRZEWODY Wyobrazmy sobie fragment pewnego urzadzenia
o nastgpujacej konstrukcji. Na wieczku jednego pudetka
umocowano 6 koncowek i do kazdej z nich podiaczono
3 przewody prowadzace do wngtrza drugiego, zakrytego
pudetka. W pokrywie zakrytego pudetka sg otwory.
Zagladajac przez nie do $rodka mozna sprawdzié, Ze
wewnatrz znajdujg si¢ koncowki. Nie da si¢ ich wprawdzie
policzy¢, lecz wida¢, ze do kazdej z nich podigczono dwa
przewody. Ile konicowek jest wewnatrz tego pudetka?
§ Zadanie jest oczywiscie dziecinnie latwe, ale ilustruje
pewien schemat powtarzajacy si¢ w wielu ciekawych
zadaniach kombinatorycznych. Rozwigzmy je zatem.
Najpierw liczymy przewody. Jest ich 18, bo 63 = 18.
7 Wobec tego w zakrytym pudelku musi by¢ 9 koncowek,
N bo 18:2 = 9.
ot
Dwunastoscian foremny zbudowany jest w ten sposob.
Wszystkie Sciany (jest ich 12) to pigciokaty foremne, przy
czym w kazdym wierzcholku bryly stykaja si¢ 3 takie
pigciokaty. Ile wierzcholkéw liczy ten wielo$cian?
Zwykle liczymy tak. Dwanascie §cian po pie¢ wierzchoikow
to 60 wierzcholtkdw. Poniewaz jednak kazdy wierzcholek
policzyliSmy trzykrotnie, wobec tego bryla liczy 20
wierzchotkow (bo 60:3 = 20). Kto$ pedantyczny mdégiby
zarzuci¢ nam nieécistoé¢ w wyslawianiu si¢. Raz twierdzimy
ze wierzcholkéw jest 60, péiniej okazuje sig, Ze tylko 20.
Nasuwa to podejrzenie, Ze cale rozumowanie bylo
watpliwe. Odwolajmy sie wobec tego do rysunkowego
schematu. Rysunek przypomina nasze poplatane
przewody. Wyjasni¢ nalezy w jaki sposéb poprowadzone 9 sian Wit Tooudoto e
sq kreski. Otoz kazdg $ciang laczymy kreska z tymi wievzcholkdw
wierzchotkami, do ktérych ona przylega. Nie trzeba
jednak wnika¢ w szczegoly. Wystarczy zauwazyé, ze
z kazdej Sciany musi wychodzié¢ 5 kresek, a z kazdego
wierzchotka 3 kreski. Wiedzac, Ze Scian jest 12, liczymy
wierzcholki w ten sam sposob jak liczyliSmy koncéwki
w zakrytym pudetku.
A gdzie tutaj sq wspomniane w tytule relacje? W tym
przykladzie byla mowa o relacji przylegania wierzchotka
i $ciany wielo$cianu. Graficzng ilustracjg tej relacji sg
kreski.
W podobny sposdb da si¢ policzy¢, ile wierzchotkow licza
pozostale wielociany platonskie. Krawedzie tych
wielodcianéw i przekatne wielokatéw wypuklych
przeliczamy wedtug identycznego schematu. i d -
A oto zupelnie inny przyklad. Cxworoscian szescian osméosecan  dwudriestoscian
oremmy furszny, {oremng.

WIELOSCIANY PLATONSKIE

DZIURKOWANIE KART Z PERFOROWANYM BRZEGIEM ALBO PODZBIORY

W pewnej kartotece kazda karta ma 8 dziurek — a wigc

9 miejsc do nacinania. Na ile sposobéw moZna wyciaé

dwa, trzy, cztery i pig¢ miejsc na karcie?

W zadaniu tym wykorzystamy pewng relacjg: dwie karty
ooVoVoooo sq ze soba w naszej relacji (a wigc polaczymy je kreska),
jesli we wszystkich miejscach poza jednym sg nacigte
identycznie.




| ' * ' ' 2L ' J Karta nacigta trzykrotnie jest w tej relacji

: z dziewigcioma innymi kartami. Jak pokazuje rysunek,
[ * ' ff f . trzy z nich to karty nacigte dwukrotnie a pozostale szeé¢
to karty nacigte czterokrotnie.

[- : ' ----- U / [ .- : : ' e : Oczywiécie jedno nacigcie wykonaé¢ mozna na 9 sposobdw.
> Rozwigzaé¢ nasze zadanie metodg kresek jest juz zupetnie

latwo.
I A skad w podtytule wzigly si¢ podzbiory? Proste —

L Prre i e NN COLAITLAD naciaé karte trzykrotnie to qué‘réd dziewieciu miejsc
| l wybra¢ tréjelementowy podzbidr.
\E I jeszcze jeden przykiad.
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Figure zlozong z wierzchotkéw i krawedzi, jak na rysunku, PARZYSTE I NIEPARZYSTE WIERZCHOLKI GRAFU
bedziemy nazywa¢ grafem.

Wierzcholek grafu nazwiemy parzystym, gdy styka sig ; y
z parzysta liczba krawegdzi; nieparzystym, gdy styka sig Liczba kresek ﬁ‘”?d“q
z nieparzysta ich liczbg. W naszym przykladzie parzyste -

sa wierzchotki: a, b, f, natomiast nieparzyste c, d, e, g. LT
Sprobujcie narysowaé graf, ktéry mialby tylko jeden L
wierzcholek nieparzysty, a pozostale parzyste.
Trudne, prawda? PokaZemy, Ze jest to zadanie
niewykonalne.

Wszystko wyjasnia metoda kresek. Relacja, jaka begdziemy wierscholedk 5
rozpatrywad, to oczywiscie przyleganie krawedzi do ) """———-‘—f} nitpanysta. — |
wierzchotka. Kreski laczg wigc wierzcholek z przylegajacymi d neeparsd

do niego krawedziami i na odwrét.

Zanalizujemy schemat interesujacego nas grafu z jednym tylko wierzcholkiem nieparzystym. Z jednej strony, biorac
pod uwage wierzcholki, kresek musi by¢ nieparzysta ilos¢. Z drugiej strony, biorac pod uwage krawedzie (kazda
ma dwa kofice, a wigc przylega do dwéch wierzchotkow) kresek jest iloé¢ parzysta. Rysunek nasz ilustrowalby
sytuacje niemozliwg. Nie ma grafu, ktéry ma tylko jeden wierzcholek nieparzysty.

pu-'r,zg sta
Panasia

Zadanie. Patrzac na rysunki wieloéciandéw archimedesowych
i wykorzystujac podane informacje obliczcie, ile licza one
wierzchotkdw i krawedzi.

Czy umiecie pytac?

Przechodzimy obojetnie wokét dziwow. Nie zwracamy na nie uwagi. Sa zbyt znane, codzienne. Czy umiemy je
zauwazy¢? Czy potrafimy zada¢ pytanie dlaczego? jak? Czy potrafimy dojrze¢ niezwyklo$é otaczajacych nas
zjawisk? Sprébujmy. Proponujemy zabawg w stawianie pytai. Im prostszych, bardziej coedziennych zjawisk beda
dotyczyly, tym lepiej. Nalezy przelama¢ przyzwyczajenia i na wszystko patrzec tak, jakby si¢ po raz pierwszy zobaczylo
$wiat. Pytania nadsyajcie na kartkach pocztowych. W kazdym numerze zamie$cimy kilka naszym zdaniem
najciekawszych wraz z nazwiskiem autora. Te najciekawsze z najciekawszych nagrodzimy ksigzkami. Moze zdarzg si¢
pytania, na ktére nikt nie zna odpowiedzi, moze bedzie warto poswigci¢ poruszonemu tematowi osobny artykul.

To co uwaZzamy za najcenniejsze to umiejgtno$é widzenia zjawisk i stawiania pytad — jest to przeciez podstawa
wszelkiej pracy naukowej. A oto kilka pytan jakie przychodzg do glowy, niektore wybrane sg z Waszych listow:

— dlaczego w herbacie mieszanej lyZzeczka fusy gromadzg si¢ w Srodku?

— dlaczego matle kropelki wody tworzace mglg wisza w powietrzu, a nie opadaja na ziemig?

— jaka pajeczyne utkatby pajak w laboratorium kosmicznym w stanie niewazkosci?

— niektére lekarstwa wydziela si¢ kroplami. Czy wielkos¢ kropli zalezy od rodzaju cieczy?

— co powoduje, Ze soki doplywaja do najwyzszych galezi drzewa? Gdzie jest pompa, ktora je thoczy?
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Bawimy si¢ w badania

Sprébujmy odpowiedzie¢ na pytanie, czy. wielkos¢ kropli zalezy od jej rodzaju?
Odpowiedzi poszukamy na drodze do$wiadczalnej. W tym celu zgromadzimy
urzgdzenia i materialy: )
— co najmniej dwie rozne ciecze, na przyklad wode i olej jadalny,
— naparstek lub podobnej wielkosci naczyriko, moze by¢ po lekarstwie,
— nadlamanag zapalke, ktéra postuzy jako kroplomierz.
Wykonanie do$§wiadczenia ilustruje rysunek. Ostroznie kapiac i liczac krople
napelniamy naczyiko ciecza do okreslonego poziomu. Im wigcej kropel zmiesci
sie, tym mniejsze sa krople. Liczymy krople potrzebne do zapelnienia w ten sam
spos6b wybranego naczynia kazda badana cieczg. Poréwnujac liczby kropel
powinni§my umie¢ odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Ostroznie jednak
z wyciaganiem wnioskéw. Przeprowadzenie po jednym pomiarze dla kazdej cieczy
nie wystarcza:
— moglismy si¢ pomyli¢ w liczeniu,
— mogli$my Zle uchwyci¢ chwile, w ktérej nalezy przerwa¢ napeinianie naczynia,
— powierzchnia réznych cieczy wyglada inaczej, jednej jest wypukla, innej moze
by¢ wklesta, trudno okreslié czy naczynie jest juz pelne,
— mogla reka drgna¢ i kilka kropel oderwalo si¢ mniejszych niz powinny,
— moglo zdarzy¢ si¢ wiele rzeczy, ktére ostatecznie zmienily ilo§¢ kropel
W naczyniu.
Pomytki w liczeniu mozna unikna¢. Drgnigcia reki trudniej, wplywu zas innych
przypadkowych czynnikow jeszcze trudniej. Jezeli nie moZemy unikng¢ ich wplywu,
to skorzystajmy z tego, Ze sa przypadkowe. Przypadkowe wplywy powinny sig
znosi¢ w wielu powtérzonych dodwiadezeniach.
Nie da si¢ w ten sposéb usungé bledow systematycznych wywolanych np. réznym
ksztaltem powierzchni cieczy, ale bledy te nie beda duze, jesli naczynie nie jest
zbyt male.
Powtdrzmy wiec dos$wiadczenie z kazda ciecza kilka razy, na przykiad pigé.
Oto przykladowe wyniki:

Nr doswiadczenia liczba kropel I cieczy liczba kropel II cieczy
1 120 201
p 115 189
3 125 195
4 130 215
5 100 180

7 kazdej serii pomiaréw obliczamy $rednia liczbe kropel potrzebng do wypelnienia
naczynia.

120+ 115+ 125+ 130+ 100 _59_0

Ny = . = =118
Ky = 201+189+L§_§+215+180 _ 9350 .

Im wigcej razy powtérzymy doswiadczenia, tym bardziej oswobodzimy si¢ od
wplywu czynnikéw przypadkowych. Catkowicie oswobodzi¢ si¢ od ich wplywu
nie mozna. Poréwnanie wartoéci §rednich pozwoli nam w wigkszosci przypadkéw
odpowiedzieé¢ na postawione pytanie. Wiemy juz jak postgpowac w przypadku
naszego do$wiadczenia. MoZemy jednak rozszerzy¢ znacznie program badan. Oto
gar§¢ dodatkowych pytan:
— czy rozmiary kropli zaleza od gruboéci zakonczenia drewienka, z ktdrego
kapig?
— czy rozmiary kropli zalezg od temperatury cieczy? SprawdzZcie korzystajac
z oleju jadalnego ochlodzonego w lodéwee i podgrzanego.
— czy dodatek mydta do wody zwigksza czy tez zmniejsza rozmiary kropli?
Na zakonczenie proponuj¢ zbadanie wpltywu czynnikéw przypadkowych.
Powtdrzcie do$wiadczenie z jedng ciecza 50 razy. Mozna w tym celu wybra¢
naczynie bardzo male (ale nie za male, bo wprowadzimy duze bledy
systematyczne), aby wkraplanie nie bylo zbyt nuzace: Wykreslcie wyniki pomiaréw
na papierze kratkowanym tak jak na rysunku i zaznaczcie strzatkg, w ktorym
miejscu znajduje si¢ warto§¢ $rednia. Czy wynik pozwala zrozumie¢, dlaczego
liczylisSmy w naszych do$wiadczeniach warto$c srednig?

Malg ., Delt¢' opracowali: Tomasz Hofmokl i Przemysiaw Nowicki.



