
Metoda kresek - czyli jak wykorzystac relacje do obliczen

mala della
POPLA TANE PRZEWODY Wyobrazmy sobie fragment pewnego urzadzenia

o nastepujacej konstrukcji. Na wieczku jednego pudelka
umocowano 6 koncówek i do kazdej z nich podlaczono
3 przewody prowadzace do wnetrza drugiego, zakrytego
pudelka. W pokrywie zakrytego pudelka sa otwory.
Zagladajac przez nie do srodka mozna sprawdzic, ze
wewnatrz znajduja sie koncówki. Nie da sie ich wprawdzie
policzyc, lecz widac, ze do kazdej z nich podlaczono dwa
przewody. Ile koncówek jest wewnatrz tego pudelka?
Zadanie jest oczywiscie dziecinnie latwe, ale ilustruje
pewien schemat powtarzajacy sie w wielu ciekawych
zadaniach kombinatorycznych. Rozwiazmy je zatem.
Najpierw liczymy przewody. Jest ich 18, bo 6·3= 18.
Wobec tego w zakrytym pudelku musi byc 9 koncówek,
bo 18:2 = 9.

WIELOSCIA NY PLATONSKIE
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Dwunastoscian foremny zbudowany jest w ten sposób.
Wszystkie sciany Gest ich 12) to pieciokaty foremne, przy
czym w kazdym wierzcholku bryly stykaja sie 3 takie
pieciokaty. Ile wierzcholków liczy ten wieloscian?
Zwykle liczymy tak. Dwanascie scian po piec wierzcholków
to 60 wierzcholków. Poniewaz jednak kazdy wierzcholek
policzylismy trzykrotnie, wobec tego bryla liczy 20
wierzcholków (bo 60: 3= 20). Ktos pedantyczny móglby
zarzucic nam niescislosc w wyslawianiu sie. Raz twierdzimy
ze wierzcholków jest 60, pózniej okazuje sie, ze tylko 20.
Nasuwa to podejrzenie, ze cale rozumowanie bylo
watpliwe. Odwolajmy sie wobec tego do rysunkowego
schematu. Rysunek przypomina nasze poplatane
przewody. Wyjasnic nalezy w jaki sposób poprowadzone
sa kreski. Otóz kazda sciane laczymy kreska z tymi
wierzcholkami, do których ona przylega. Nie trzeba
jednak wnikac w szczególy. Wystarczy zauwazyc, ze
z kazdej sciany musi wychodzic 5 kresek, a z kazdego
wierzcholka 3 kreski. Wiedzac, ze scian jest 12, liczymy
wierzcholki w ten sam sposób jak liczylismy koncówki
w zakrytym pudelku.
A gdzie tutaj sa wspomniane w tytule relacje? W tym
przykladzie byla mowa o relacji przylegania wierzcholka
i sciany wieloscianu. Graficzna ilustracja tej relacji sa
kreski.
W podobny sposób da sie policzyc, ile wierzcholków licza
pozostale wielosciany platonskie. Krawedzie tych
wieloscianów i przekatne wielokatów wypuklych
przeliczamy wedlug identycznego schematu.
A oto zupelnie inny przyklad.

DZIURKOWANIE KART Z PERFOROWANYM BRZEGIEM ALBO PODZBIORY
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W pewnej kartotece kazda karta ma 8 dziurek - a wiec
9 miejsc do nacinania. Na ile sposobów mozna wyciac
dwa, trzy, cztery i piec miejsc na karcie?
W zadaniu tym wykorzystamy pewna relacje: dwie karty
sa ze soba w naszej relacji (a wiec polaczymy je kreska),
jesli we wszystkich miejscach poza jednym sa naciete
identycznie.

tO



Karta nacieta trzykrotnie jest w tej relacji
z dziewiecioma innymi kartami. Jak pokazuje rysunek,
trzy z nich to karty naciete dwukrotnie a pozostale szesc
to karty naciete czterokrotnie.
Oczywiscie jedno naciecie wykonac mozna na 9 sposobów.
Rozwiazac nasze zadanie metoda kresek jest juz zupelnie
latwo.
A skad w podtytule wziely sie podzbiory? Proste -
naciac karte trzykrotnie to sposród dziewieciu miejsc
wybrac trójelementowy podzbiór.
T jeszcze jeden przyklad.
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Figure zlozona z wierzcholków i krawedzi, jak na rysunku. PARZYSTE I NIEPARZYSTE WIERZCHOLKI GRAFU
bedziemy nazywac grafem.
Wierzcholek grafu nazwiemy parzystym, gdy styka sie
z parzysta liczba krawedzi; nieparzystym, gdy styka sie
z nieparzysta ich liczba. W naszym przykladzie parzyste
sa wierzcholki: a, b, f, natomiast nieparzyste c, d, e, g.
Spróbujcie narysowac graf, który mialby tylko jeden
wierzcholek nieparzysty, a pozostale parzyste.
Trudne, prawda? Pokazemy, ze jest to zadanie
niewykonalne.
Wszystko wyjasnia metoda kresek. Relacja, jaka bedziemy
rozpatrywac, to oczywiscie przyleganie krawedzi do
wierzcholka. Kreski lacza wiec wierzcholek z przylegajacymi
do niego krawedziami i na odwrót.
Zanalizujemy schemat interesujacego nas grafu z jednym tylko wierzcholkiem nieparzysfym. Z jednej strony, biorac
pod uwage wierzcholki, kresek musi byc nieparzysta ilosc. Z drugiej strony, biorac pod uwage krawedzie (kazda
ma dwa konce, a wiec przylega do dwóch wierzcholków) kresek jest ilosc parzysta. Rysunek nasz ilustrowalby
sytuacje niemozliwa. Nie ma grafu, który ma tylko jeden wierzcholek nieparzysty.

Zadanie. Patrzac na rysunki wieloscianówarchimedesowych
i wykorzystujac podane informacje obliczcie, ile licza one
wierzcholków i krawedzi.

Czy umiecie pytac?

Przechodzimy obojetnie wokól dziwów. Nie zwracamy na nie uwagi. Sa zbyt znane, codzienne. Czy umiemy je
zauwazyc? Czy potrafimy zadac pytanie dlaczego? jak? Czy potrafimy dojrzec niezwyklosc otaczajacych nas
zjawisk? Spróbujmy. Proponujemy zabawe w stawianie pytan. Im prostszych, bardziej codziennych zjawisk beda
dotyczyly, tym lepiej. Nalezy przelamac przyzwyczajenia i na wszystko patrzec tak, jakby sie po raz pierwszy zobaczylo
swiat. Pytania nadSYlajcie na kartkach pocztowych. W kazdym numerze zamiescimy kilka naszym zdaniem
najciekawszych wraz z nazwiskiem autora. Te najciekawsze z najciekawszych nagrodzimy ksiazkami. Moze zdarza sie
pytania, na które nikt nie zna odpowiedzi, moze bedzie warto poswiecic poruszonemu tematowi osobny artykul.
To co uwazamy za najcenniejsze to umiejetnosc widzenia zjawisk i stawiania pytan - jest to przeciez podstawa
wszelkiej pracy naukowej. A oto kilka pytan jakie przychodza do glowy, niektóre wybrane sa z Waszych listów:
- dlaczego w herbacie mieszanej lyzeczka fusy gromadza sie w srodku?
- dlaczego male kropelki wody tworzace mgle wisza w powietrzu, a nie opadaja na ziemie?
- jaka pajeczyne utkaloy pajak w laboratorium kosmicznym w stanie niewazkosci?
- niektóre lekarstwa wydziela sie kroplami. Czy wielkosc kropli zalezy od rodzaju cieczy?
- ~o powoduje, ze soki doplywaja do najwyzszych galezi drzewa? Gdzie jest pompa, która je tloczy?

11



QQQ;..~~
Bawimy sie w badania

Z kazdej serii pomiarów obliczamy srednia liczbe kropel potrzebna do wypelnienia
naczyma.

liczba kropel II cieczy
201
189
195
215
180

liczba kropel I cieczy
120
115
125
130
100

120+115+125+130+100 = 590 = 118
5

N2 = 201+189+195+215+180 = 980 = 1965 5
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Spróbujmy odpowiedziec na pytanie, czy.wielkosc kropli zalezy od jej rodzaju?
Odpowiedzi poszukamy na drodze doswiadczalnej. W tym celu zgromadzimy
urzadzenia i materialy: .
- co najmniej dwie rózne ciecze, na przyklad wode i olej jadalny,
- naparstek lub podobnej wielkosci naczynko, moze byc po lekarstwie,
- nadlamana zapalke, która posluzy jako kroplomierz.
Wykonanie doswiadczenia ilustruje rysunek. Ostroznie kapiac i liczac krople
napelniamy naczynko ciecza do okreslonego poziomu. Im wiecej kropel zmiesci
sie, tym mniejsze sa krople. Liczymy krople potrzebne do zapelnienia w ten sam
sposób wybranego naczynia kazda badana ciecza. Porównujac liczby kropel
powinnismy umiec odpowiedziec na postawione pytanie. Ostroznie jednak
z wyciaganiem wniosków. Przeprowadzenie po jednym pomiarze dla kazdej cieczy
nie wystarcza:
- moglismy sie pomylic w liczeniu,
- moglismy zle uchwycic chwile, w której nalezy przerwac napelnianie naczynia,
- powierzchnia róznych cieczy wyglada inaczej, jednej jest wypukla, innej moze

byc wklesla, trudno okreslic czy naczynie jest juz pelne,
- mogla reka drgnac i kilka kropel oderwalo sie mniejszych niz powinny,
- moglo zd.arzyc sie wiele rzeczy, które ostatecznie zmienily ilosc kropel

w naczymu.
Pomylki w liczeniu mozna uniknac. Drgniecia reki trudniej, wplywu zas innych
przypadkowych czynników jeszcze trudniej. Jezeli nie mozemy uniknac ich wplywu,
to skorzystajmy z tego, ze sa przypadkowe. Przypadkowe wplywy powinny sie
znosic w wielu powtórzonych doswiadczeniach.
Nie da sie w ten sposób usunac bledów systematycznych wywolanych np. róznym
ksztaltem powierzchni cieczy, ale bledy te nie beda duze, jesli naczynie nie jest
zbyt male.
Powtórzmy wiec doswiadczenie z kazda ciecza kilka razy, na przyklad piec.
Oto przykladowe wyniki:

Nr doswiadczenia
1
2
3
4
5

,:..:~:
...".l:.

x

x x
xx

x:

x

x
)(xl<

)(
xX

"-xx
~

6 •• O22 35 , ••

e

ci

Im wiecej razy powtórzymy doswiadczenia, tym bardziej oswobodzimy sie od
wplywu czynników przypadkowych. Calkowicie oswobodzic sie od ich wplywu

nie mozna. Porównanie wartoscI.'srednich pOlwoli nam w wiekszosci przypadkówodpowiedziec na postawione pytanie. Wiemy juz jak postepowac w przypadku
naszego doswiadczenia. Mozemy jednak rozszerzyc znacznie program badan. Oto
garsc dodatkowych pytan:
- czy rozmiary kropli zaleza od grubosci zakonczenia dre",ienka, z którego

kapia?
- czy rozmiary kropli zaleza od temperatury cieczy? Sprawdzcie korzystajac

z oleju jadalnego ochlodZ0nego w lodówce i podgrzanego.
- czy dodatek mydla do wody zwieksza czy tez zmniejsza rozmiary kropli?
Na zakonczenie proponuje zbadanie wplywu czynników przypadkowych.
Powtórzcie doswiadczenie z jedna ciecza50 razy. Mozna w tym celu wybrac
naczynie bardzo male (ale nie za male, bo wprowadzimy duze bledy
systematyczne), aby wkraplanie nie bylo zbyt nuzace: Wykreslcie wyniki pomiarów
na papierze kratkowanym tak jak na rysunku i zaznaczcie strzalka, w którym
miejscu znajduje sie wartosc srednia. Czy wynik pozwala zrozumiec, dlaczego
liczylismy w naszych doswiadczeniach wartosc srednia?

J( - Jedel'L fomt(t?,- Mala "Delte" opracowali: Tomasz Ho/mokIi Przemyslaw Nowicki.
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