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NEW YORK

Geometria a doswiadczenie

Albert EINSTEIN

(Artykul napisany w latach dwudziestych naszego stulecia i przetlumaczony przez
prof. dr Gottfryda. Dokonalismy jedynie drobnych zmian slownictwa i pisowni. (Red.))

Spoérdd wszystkich innych nauk matematyka przede wszystkim z jednego powodu cieszy sig
szczegblnym powazaniem: jej twierdzenia sa bezwzglednie pewne i niezaprzeczalne, podczas gdy
twierdzenia wszystkich innych nauk sa do pewnego stopnia przedmiotem sporu i weciaz narazone
na obalenie wskutek odkrycia nowych faktéw. Mimo to badacz, pracujacy na innych polach,
nie miatby jeszcze powodu zazdroéci¢ matematykowi, gdyby jego wywody nie odnosily sie do
przedmiotow rzeczywistych, lecz tylko do tworéw naszej wyobraZni. Nie mozna sie przeciez
dziwié, ze si¢ dochodzi do zgodnych wnioskéw logicznych, jezeli sie zawarlo umowe co do
twierdzen zasadniczych (pewnikéw), jak tez co do metod, ktérymi mamy postugiwaé sie, aby

z owych twierdzeri zasadniczych wyprowadzaé dalsze twierdzenia. Ot6z tutaj zjawia si¢ zagadka,
ktora niepokoila badaczy we wszystkich czasach. Jak to mozliwe, Zze matematyka, ktora jest
owocem ludzkiego myslenia niezawislym od wszelkiego do$§wiadczenia, tak doskonale stosuje sie
do przedmiotow rzeczywistych. Czyz rozum ludzki moze badaé wlasnosci przedmiotoéw
rzeczywistych samym mysleniem, bez pomocy do$wiadczenia. Na to wedle mego zdania nalezy
krétko odpowiedziec: o ile twierdzenia matematyczne odnosza sig do rzeczywistosci nie sa one
pewne, a o ile s pewne, to nie odnoszj si¢ do rzeczywistosci. Zdaje mi sig, ze ogol uzyskal

w tej sprawie zupelng jasno$¢ dopiero dzigki owemu kierunkowi w matematyce, ktéry nosi
nazwg aksjomatyzacji. Postep uzyskany przez aksjomatyzacj¢ polega na $cistym oddzieleniu tego,
co jest logiczne, formalne od tego, co jest rzeczowe i dostepne dla zmysléw: wedle zasad
aksjomatyzacji tylko zagadnienia logiczno-formalne sg przedmiotem matematyki, a nie zwigzana
z nimi tres¢ zmyslowa lub jakakolwiek inna. Zastanéwmy sig z tego punktu widzenia nad
jakimkolwiek pewnikiem geometrycznym, np. nastgpujacym: Przez dwa punkty w przestrzeni
przechodzi jedna i tylko jedna prosta. Jak nalezy interpretowac ten pewnik w my$l dawniejszych
i w my$l nowoczesnych zasad.

Dawniejsza interpretacja. Kaidy wie, co to jest prosta i co to jest punkt. Czy ta wiedza pochodzi
z jakiej$ wiasnosci ducha ludzkiego, czy tez z doswiadczenia, czy moze z obu zrédet lub skadinad,
tego matematyk nie ma potrzeby roztrzygad, lecz pozostawia to filozofowi. Opierajac sie na tej
wiedzy, danej przed wszelka matematyka, pewnik ten (jak zresztg wszystkie inne pewniki) jest
oczywisty, to znaczy jest apriorycznym wyrazem czesci tej wiedzy.

Nowsza interpretacja. Geometria zajmuje si¢ przedmiotami, ktdre oznacza sig wyrazami: prosta,
punkt itd. Nie zaklada sig, ze istnieje uzmyslowienie tych przedmiotéw lub wiedza o nich,
przyjmuje si¢ tylko prawdziwo$¢ pewnikow, jak wyzej przytoczonego, w spostb czysto formalny,
to znaczy bez wzgledu na jakakolwiek tres¢ pogladowa lub doswiadczalng. Te pewniki sg
wolnymi tworami ducha ludzkiego. Wszystkie inne twierdzenia geometryczne sg logicznymi
wnioskami, wyprowadzonymi z pewnikéw (ktére nalezy pojmowaé czysto formalnie). Pewniki
okreélaja dopiero przedmioty, ktérymi zajmuje si¢ geometria. Schlick dlatego bardzo trafnie

w swej ksiazce o teorii poznania nazwat je ,,definicjami uwikltanymi” (implizite Definitionen).
Takie pojmowanie pewnikow ze stanowiska aksjomatyki nowoczesnej uwalnia matematyke od
skladnikéw obcych i usuwa mistyczng niejasno$é, ktora przedtem cigzyla na jej podstawach.
Takie czyste przedstawienie przekonuje nas jednak w sposéb oczywisty, ze matematyka jako
:aka nie moZe niczego powiedzie¢ ani o przedmiotach pogladowego wyobrazenia, ani

o przedmiotach rzeczywistych. W geometrii aksjomatycznej ,,punkt”, ,,prosta” itd. sa to tylko
schematy beztre$ciowe. To, co im daje tresé, nie nalezy juz do matematyki.

Jednakowoz wiadomo, ze matematyka w ogdlnoéci, a geometria w szczegdlnodci zawdzieczaja
swoje powstanie potrzebie dowiedzenia sig czego$ o zachowaniu si¢ przedmiotow

rzeczywistych. Juz samo stowo ,,geometria™, ktére oznacza ,,mierzenie ziemi”, §wiadczy o tym.
Miernictwo zajmuje si¢ bowiem mozliwo$ciami wzajemnego polozenia pewnych ciat
rzeczywistych, mianowicie czeéci kuli ziemskiej, sznuréw i plyt mierniczych. Oczywiscie systemy
pojgciowe aksjomatyki same przez sig¢ nie moga niczego powiedzie¢ o zachowaniu sig takich
przedmiotéw rzeczywistych, ktore bedziemy nazywaé cialami praktycznie sztywnymi. Celem
umozliwienia tego, nalezy geometrig ogolocic z jej szaty tylko logiczno-formalnej i pod
beztresciowe uklady pojeciowe geometrii aksjomatycznej podlozyé przedmioty rzeczywiste

i dostepne dla zmyslow. Aby to uczynié, nalezy tylko dodaé zdanie nastepujace: Co do swego
wzajemnego polozenia, ciala stale zachowuja sig tak jak twory tréjwymiarowe geometrii
euklidesowej: wtedy twierdzenia geometrii euklidesowej zawieraja juz stwierdzenia o zachowaniu
si¢ ciat praktycznie sztywnych. Geometria tak uzupetniona jest oczywiscie nauka przyrodnicza:
mozemy ja nawet uwazac za najdawniejsza galaz fizyki. Jej stwierdzenia polegajg w istocie na
indukeji z doswiadezenia, a nie na wnioskach logicznych. Tak uzupelniong geometrie bedziemy
nazywali ,,geometrig praktyczna” i bedziemy ja odrézniali od geometrii czysto aksjomatycznej.
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ktérych obie strony zachowuig sig przy
zmianach ukladu wspolrzednych tak jak
skalar lub wektor, albo ogélniej — tensor.
(przyp. red.)
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Przedzial czasoprzestrzenny — odleglosé

w czierowymiarowej przestrzeni (x, ¥, 2, {).
Dila dwoch rdarren przedzial ten réwna sig
pierwiastkowi z rodnicy kwadratow zwykle]
{zmierzonei linijka) odleglosci migdzy
miejscami zajécia tych zdarzen oraz drogi, jaks
precbyloby swiatlo w czasie rownym odstgpowi
czasowemu migdzy tymi zdarzeniami.

(przyp. red.)

Pytanie, czy praktyczna geometria §wiata jest euklidesowa, czy nie, ma istotne znaczenie ; tylko
do$wiadczenie moze na nie odpowiedzieé. Kaide mierzenie dlugosci w fizyce jest praktyczng
geometria w tym znaczeniu, podobnie jak pomiary geodetyczne i astronomiczne, jezeli sie weZmie
do pomocy prawde, oparta na do$wiadczeniu, ze $wiatlo rozchodzi si¢ po liniach prostych wedle
okresleri geometrii praktycznej. Do tak okre$lonego pojmowania geometrii dlatego przywiazuje
szczegblna wage, iz bez niego nie moglbym stworzy¢ teorii wzglednosci. Bez niego mianowicie
nastepujgce rozumowanie byloby niemozliwe: W ukladzie odniesienia, ktéry znajduje sie w ruchu
obrotowym wzgledem jakiego$ ukladu inercjalnego, prawa rozmieszczenia cial sztywnych

(z powodu skrocenia lorentzowskiego) nie odpowiadaja regulom geometrii euklidesowej; jezeli
wiec ukladom nieinercjalnym nadajemy réwne prawa z ukladami inercjalnymi, nalezy opuscié
geometrig euklidesowa. Stanowcze posuniecie, jakim jest przejécie do wspélzmienniczych réwnan
og6lnej teorii wzglednodci, nie doszloby do skutku, gdyby nie mozna bylo oprze¢ sig na powyzszej
interpretacji. Jezeli odrzucimy zwigzek miedzy obicktami aksjomatycznej geometrii euklidesowej
a cialami praktycznie sztywnymi, ktére spotykamy w rzeczywistosci, dochodzimy latwo do
nastepujacego rozumienia rzeczy, ktoremu holdowat tak bystry i gleboki mysliciel, jak

H. Poincaré: Sposrod wszystkich mozliwych geometrii aksjomatycznych euklidesowa odznacza
sig prostota. Poniewaz geometria aksjomatyczna sama przez sig nie zawiera zadnych stwierdzen
o rzeczywistosci zmystowej, lecz dopiero w polaczeniu z prawami fizycznymi, to byloby
posunigciem mozliwym i rozsadnym pozostanie przy geometrii euklidesowej bez wzgledu na to,
Jjaka jest w istocie rzeczywisto$¢. Latwiej bowiem bedzie zdoby¢ sig¢ na zmiang praw fizycznych,
niz na zmiang aksjomatycznej geometrii euklidesowej, gdyby wystapily sprzecznodéci miedzy
teorig a dodwiadczeniem. Jezeli odrzucimy zwigzek migdzy cialem praktycznie sztywnym a
geometria, to faktycznie nielatwo bedziemy mogli oderwacd sig od umowy, Ze nalezy pozostaé
przy geometrii euklidesowej, jako najprostszej. Dlaczego Poincaré i inni badacze odrzucaja
nasuwajacq si¢ samg przez si¢ rOwnowazno$c cial praktycznie sztywnych, znanych z do§wiadczenia,
i bryt geometrycznych? Po prostu dlatego, ze praktycznie sztywne ciala przyrody przy blizszym
badaniu okazuja sig nie sztywnymi; mozliwos¢ wzglednych polozen ich elementéw zalezy od
temperatury, sit zewngtrznych itd. Przez to pierwotny, bezposredni zwiazek migdzy geometrig

a fizyczng rzeczywistoscia wydaje sig zniszczony i nasuwa si¢ nam nastgpujgcy, ogdlniejszy
sposob pojmowania, ktory charakteryzuje stanowisko Poincarégo. Geometria G nie wypowiada
niczego o zachowaniu si¢ przedmiotow rzeczywistych, czyni to dopiero w polaczeniu z ogdlem

F praw fizycznych. Symbolicznie mozemy powiedzie¢, ze tylko suma G+F podlega kontroli
doéwiadczenia. Mozna wigc dowolnie wybra¢ G, podobnie — czgs¢ F. W celu uniknigcia
sprzecznoéci nalezy tylko reszte F tak wybrac, aby G i catkowite F razem wzigte odpowiadaly
do$wiadczeniu. Przy takim pojmowaniu geometria aksjomatyczna i konwencjonalna. czg§¢ praw
przyrody sa dla teorii poznania réwnowartosciowe. Sub specie aeternitatis Poincaré pojmujac
rzecz w ten sposob, ma wedle mego zdania racje. Pojecie ciala pomiarowego i odpowiadajace mu
w teorii wzglednosci pojecie zegara pomiarowego nie znajduja w $wiecie rzeczywistym $cidle
odpowiadajacych im przedmiotow. Jest zreszta jasne, ze ciala stale i zegar w ukladzie pojec
fizycznych nie zajmuja stanowiska elementéw redukowalnych, lecz sq tworami zlozonymi, ktére
w gmachu fizyki teoretycznej nie maja roli samodzielnej. Jestem jednak przekonany, Ze przy
dzisiejszym stanie fizyki teoretycznej nalezy uwazaé je za pojecia samodzielne;
jeste$my bowiem jeszcze bardzo daleko od tak $cislej znajomosci podstaw teoretycznych, abySmy
mogli podaé¢ dokladng konstrukeje teoretyczng owych twordw.

Co sig tyczy zarzutu, iZ w przyrodzie nie ma cial faktycznie sztywnych, Zze wigc wlasnoéci, ktore
im przypisujemy, nie odnosza sie do fizycznej rzeczywistoéei, to nie jest on tak gieboki, jak to

sie na pierwszy rzut oka wydaje. Nie jest bowiem trudno tak dokladnie oznacza¢ stan fizyczny
ciala pomiarowego, Zeby jego zachowanie ze wzgledu na polozenie wobec innych ciat
pomiarowych bylo dostatecznie jednoznaczne; tak, zeby je mozna bylo zastapic ciatem sztywnym.
Do takich cial beda odnosily sig¢ nasze stwierdzenia o cialach sztywnych.

Cala geometria praktyczna polega na pewnej zasadzie dostepnej dla do$wiadczenia, nad ki6ra
zatrzymamy sig. Zrébmy dwa znaki na ciele praktycznie sztywnym i zaznaczmy migdzy nimi
odcinek. Dwa takie odcinki zwaé si¢ beda réowne, jeéli znaki jednego z nich mozna sprowadzi¢
do stalego pokrycia ze znakami drugiego. Ot6z zakladamy:

Jesli dwa odcinki kiedykolwiek i gdziekolwiek okazaly sie rownymi, to sq zawsze i wszgdzie
rOwne.

Nie tylko praktyczna geometria euklidesowa, lecz takze najblizsze jej uogdlnienie, praktyczna
geometria Riemanna, a przez to takze ogdlna teoria wzglgdnosci, polegaja na tych zalozeniach.
Z dowodow doswiadczalnych, ktére przemawiaja za prawdziwoscig tego zalozenia, przytocze .
tylko jeden. Zjawisko rozchodzenia sig $wiatla w prozni przyporzadkowuje kazdemu przedziatowi
czasoprzestrzennemu pewien odcinek, mianowicie odpowiednia droge Swiatla, i nawzajem. Stad
wynika, ze powyisze zaloZenie o odcinkach w teorii wzglednosci odnosi¢ sig musi takze do
przedzialdw czasoprzestrzennych.

Mozna je wtedy tak sformulowaé: jesli dwa idealne zegary kiedykolwiek i gdziekolwiek ida
réwnie szybko (przy czym znajduja si¢ w bezpoérednim sgsiedztwie), to idg zawsze i wszedzie
jednakowo szybko, niezaleznie od tego, gdzie i kiedy (chociaz stale bedace w sgsiedztwie) je
wzajemnie pordwnano.
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Problem ten do dzisiaj nie doczekal sie
zadowalajgcego rozwiazania.

(przyp. red.)

Ta sprawa rowniet nie zostala do dzisiaj

rozstrzygnigta.

(przyp. red.)
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Chodzi tu o tzw. ruch rozetkowy Merkurego.
Orbita Merkurego (jak i innych planet) jest
elipsa, ktora powoli obraca sig. Szybkosd tego
obrotu (w duzym stopniu zwigzanego

z zaburzajgeym wplywem innych planet) mole
by¢ calkowicie wyjasniona dopiero po
uwzsledn:emu poprawek wymkamcych

1

teorii

(nrzrp red.)

Jesli to twierdzenie nie stosowaloby si¢ do zegardw rzeczywistych, to

czestosci wlasne pojedynczych atomoéw tego samego pierwiastka chemicznego nie zgadzalyby
si¢ ze soba tak dokladnie, jak uczy doswiadczenie. Istnienie ostrych linii widmowych jest
przekonywajacym dowodem doswiadczalnym na korzy§¢ wymienionej zasady geometrii
praktycznej. Stad to wlaénie wynika fakt, ze mozemy bardzo trafnie méwi¢ o mierzeniu
czterowymiarowego riemannowskiego kontinuum czasoprzestrzennego.

Pytanie, czy to kontinuum jest euklidesowe, czy ogélnie riemannowskie, czy tez jeszcze inaczej
zbudowane, jest wedle niniejszego rozumienia wlasciwie pytaniem fizycznym, na ktore
doswiadczenie musi da¢ odpowiedz, a nie kwestia samej konwencji, ktora nalezy przyjac ze
stanowiska utylitarnego. Geometria riemannowska bedzie wazna, jesli prawa rozmieszczenia cial
praktycznie sztywnych tym dokladniej beda odpowiadaly prawom geometrii euklidesowej, im
mniejsze beda rozmiary upatrzonego obszaru czasoprzestrzennego.

Niniejsza interpretacja fizyczna geometrii jest niemozliwa, gdyby$my prébowali zastosowaé ja

do przestrzeni rzedu poddrobinowego. Czes¢ swego znaczenia zachowuje jednakowoz takze wobec
kwestii budowy czastek elementarnych. Mozna bowiem probowa¢ nadaé znaczenie fizyczne

owym pojeciom, ktére sa zdefiniowane dla zachowania sig ciat wielkich w poréwnaniu z drobinami
takie i wtedy, gdy chodzi o opis elementarnych czgstek elektrycznych, tworzgcych materig.

Tylko do§wiadczenie roztrzygnaé moze czy jesteSmy uprawnieni do takiej proby zakladajacej
waznoscé fizyczna geometrii riemannowskiej poza jej wlasciwym zakresem fizycznym. Mogloby

sie okazaé, ze to uogdlnienie jest rownie niedopuszczalne, jak rozszerzenie pojecia temperatury
na czesci ciala wielkosci rzedu drobinowego. Mniej problematyczne okazuje sig rozszerzenie pojeé
geometrii praktycznej na obszary wielkosci kosmicznej. Wprawdzie mozna zarzuci¢, ze
konstrukcia utworzona ze sztywnych sztab tym bardziej oddala si¢ od idealu sztywnosci, im
wieksze sq jej rozmiary, ale trudno przypisywaé temu zarzutowi znaczenie zasadnicze. Dlatego
pytanie czy Wszechswiat jest w swych rozmiarach skoficzony, czy nie, wydaje mi si¢, w mysl
geometrii praktycznej, bardzo uzasadnione. Nie wydaje mi si¢ nawet wykluczone, Ze w niezbyt
dalekiej przyszlosci astronomia da na nie odpowiedz. Uprzytomm_]my sobie, czego uczy tu ogdlna
teoria wzglednosci. Wedle niej istnieja dwie mozliwosci:

1. Wszechswiat jest w swych rozmiarach nieskoriczony. To jest tylko mozliwe, jesli przecigtna
gestos$¢ przestrzenna materii skoncentrowanej w gwiazdach znika w calej przestrzeni, to znaczy,
jezeli stosunek catkowitej masy gwiazd do wielkosci przestrzeni, w ktorej sa rozsiane, zbliza sig
nieograniczenie do zera, jesli bierze sie pod uwage coraz wigksze przestrzenie.

2. Wszechswiat jest skoficzony. To musi zachodzi¢, jezeli we Wszech$wiccie istnieje gestosé
érednia materii wazkiej, rézna od zera. Objgtosé Wszech§wiata jest tym wigksza, im mniejsza jest
owa gestos¢ Srednia.

Musze zauwazyé, e istnieje powéd teoretyczny, przemawiajacy za skoficzonoscia Wszech$wiata.
Ogblna teoria wzglednosci uczy, ze bezwladnosé danego ciala jest tym wigksza, im wigcej mas
ciezkich znajduje si¢ w jego sgsiedztwie; nasuwa sig zatem mysl przypisania calej bezwladnoéci
ciala wzajemnemu oddzialywaniu migdzy nim a resztg cial Wszech$wiata, gdyz cigzkoé¢ od czasow
Newtona sprowadzono do wzajemnego oddzialywania miedzy ciatami. Z réwnan ogélnej teorii
wzglednosci mozna wyprowadzié, ze takie zupelne sprowadzenie bezwladnoéci do wzajemnego
oddzialywania miedzy masami — jak tego np. zadal E. Mach — tylko wtedy jest mozliwe, jesli
Wszechswiat jest skoriczony.

Na wielu fizykéw i astronoméw argument ten nie wywiera wrazenia. Ostatecznie tylko
doswiadczenie moze roztrzygnad, ktéra z obu mozliwosci jest w Przyrodzie zrealizowana. Jak
doséwiadczenie moze na to odpowiedzieé¢? Najpierw mozna by sadzi¢, 7e gesto$c Srednia mozna
oznaczyé przez obserwacje czesci Wszechéwiata dostepnej naszym badaniom. Ta nadzieja jest
zwodnicza. Rozmieszezenie gwiazd widzialnych jest ogromnie nieregularne, tak Ze nie mamy
prawa przypuszczaé, iz érednia gestosé materii gwiazdowej w przestrzeni rowna sig mniej wigcej
éredniej gestoéci Drogi Mlecznej. W ogole mozna by zawsze — bez wzgledu na wielkod¢
zbadanej przestrzeni — podejrzewaé, e poza ta przestrzenig nie ma gwiazd. Ocenienic $redniej
gestosci jest zatem wykluczone.

Istnieje jednak druga droga, ktéra wydaje mi sig skuteczniejsza, chociaz i ta przedstawia wielkie
trudnoéci. Jezeli bowiem pytamy sie o odstepstwa, jakie przedstawiaja wnioski wysnute z ogolnej
teorii wzglednosci w poréwnaniu z wynikami teorii Newtona, to przede wszystkim spotykamy
odstepstwa objawiajace si¢ w bliskosci cigzkich mas, ktére mozna stwierdzic na przykladzie
Merkurego. Je§li Wszech$wiat jest w swych rozmiarach skoficzony, to istnieje jeszeze drugie
odstepstwo od teorii Newtona, ktére w jezyku tej teorii tak mozna wyrazi¢: Pole grawitacyjne
newtdftowskie byloby wiedy takie, jak gdyby bylo wywolane nie tylko przez klasyczne masy, lecz
takze przez mase ujemna, rownomiernie rozmieszczong w przestrzeni.

Poniewaz gesto$é tej fikcyjnej masy musialaby by¢ ogromnie mata, to mozna by bylo spostrzec
ja tylko w ukladach grawitacyjnych o bardzo wielkich rozmiarach.

3
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Przypu$émy, Ze znamy rozmieszczenie gwiazd w Drodze Mlecznej, jak tez ich masy. Wtedy
mozemy na podstawie praw Newtona obliczy¢ pole grawitacyjne, jak tez §rednia predkose, jaka
gwiazdy musza posiadaé, aby Droga Mleczna wskutek wzajemnego oddzialywania gwiazd nie
zapadla si¢ w sobie, lecz zachowala swoja rozcigglosé. Gdyby wiec rzeczywiste predkosci gwiazd,
ktore przeciez mozna mierzyé, byly mniejsze niz obliczone, to byloby udowodnione, ze rzeczywiste
przyciaganie na wielkich odleglo$ciach jest mniejsze niz wedle prawa Newtona. Z takiego
odstepstwa mozna by posrednio dowiesé skonczonosé Wszechswiata, a nawet oszacowac jego
rozmiary.

Czy moZemy wyobrazi¢ sobie Wszech§wiat tréjwymiarowy, skoficzony, a przeciez bez granic?
Na to pytanie odpowiada si¢ zwykle przeczaco, ale niestusznie. Nastgpujace wywody beda mialy
za zadanie uzasadnic to. Okaze, Ze bez zbytecznego trudu mozemy sobie utworzy¢ pogladowy
obraz teorii skoficzonosci Wszech$wiata, ktory po niejakiej wprawie wydaje si¢ nam nawet
swojski.

Najpierw uwaga z teorii poznania: Kazda teoria geometryczno-fizyczna jest jako taka z natury
niewyobrazalna; stanowi tylko system pojeé. Jednak te pojecia sluza do tego, aby w szereg
do§wiadczen czy to faktycznie przezytych, czy tylko pomyslanych, wprowadzi¢ zwigzek logiczny.
Teorie uczyni¢ pogladowa, znaczy wigc wywolaé¢ wyobrazenie owych mnogich faktow, przezytych
przez nas, ktérych uporzadkowania schematycznego dokonuje dana teoria. W naszym przypadku
musimy pytaé si¢: Jak mozna sobie wyobrazi¢ zachowanie sie cial sztywnych ze wzgledu na ich
wzajemne polozenie, ktoére odpowiada teorii skonczonosci Wszechswiata? Wszystko, co mam tu
do przytoczenia, jest pozbawione nowoéci; ale niezliczone, postawione mi pytania dowodza, ze
pod tym wzgledem nie zaspokojono jeszcze calkowicie potrzeb ludzi zadnych wiedzy. Znajacy
rzecz zechce mi wigc wybaczyé, ze przyporing rzeczy po czgsci juz dawno znane.

Co cheemy powiedzie¢, gdy twierdzimy, Ze nasza przestrzeri jest nieskoriczona ? Nic innego, jak to,
iz mogliby$my w niej pomiescié¢ obok siebie dowolnie duzo cial rownej wielkosci, a nigdy jej

nie wypelnimy. Pomy$lmy sobie mnogosc¢ skrzyn szesciennych rownej wiclkosei, to wedle geometrii
zuklidesowej mozemy je tak ukiadaé ponad sobg, obok siebie i za soba, iz zapelnig dowolnie
wielka czg8¢ przestrzeni; ale ta budowa nie skonczy si¢ nigdy; zawsze bedzie mozna przykladaé
nowe szefciany, a nigdy nie zabraknie miejsca. To jest trescig powiedzenia: przestrzen jest
nieskoficzona ze wzgledu na ciala praktycznie sztywne, przy zaloZeniu, ze prawa wzajemnego
potozenia tych ostatnich dane sa przez geometrie euklidesowa.

Drugim przykladem nieskonczonego kontinuum jest plaszczyzna. Na plaszczyinie mozemy
kwadratowe plytki z kartonu tak umieszczaé obok siebie, iz kazdy kwadrat ma po kazdej stronie
inny, taki sam kwadrat. Budowa nie koriczy si¢ nigdy; coraz nowe kwadraty z kartonu mozna
przykladac, jesli prawa rzadzace wzajemnym ich polozeniem, dane sg przez geometrig euklidesowg .
Plaszczyzna jest wige nieskoniczona ze wzgledu na kwadraty z kartonu. Mowi sie wiec, ze
plaszezyzna jest kontinuum dwuwymiarowym, przestrzen zas jest kontinuum trojwymiarowym:

co nalezy rozumie¢ przez liczb¢ wymiaréw, uznaje za znane.

Otdz dajmy przyklad kontinuum dwuwymiarowego, skoriczonego, ale bez granic. Pomyslmy
sobie powierzchni¢ wielkiego globu i bardzo duzo okraglych tarcz papierowych.

Kladziemy takie kotko gdziekolwiek na powierzchnie globu. Gdy je przesuwamy dowolnie
palcem po powierzchni globu, nigdzie na tej powierzchni nie spotykamy granicy. Powiadamy
dlatego, ze powierzchnia globu jest nieograniczonym kontinuum. Powierzchnia kuli jest przy tym
kontinuum skoniczonym. Jezeli bowiem nalepiamy takie koteczka na globus, nie nalepiajac
nigdzie dwoéch kolek na siebie, to powierzchnia globu staje si¢ wreszcie tak pelna, Ze Zadne nowe
kolko nie znajdzie tam miejsca; oznacza to wiladnie, ze powierzchnia globu jest skonczona ze
wzgledu na kotka papierowe. Powierzchnia kuli jest kontinuum dwuwymiarowym,
nieeuklidesowym, to znaczy — prawa wzajemnego polozenia cial sztywnych w niej lezacych nie
zgadzaja si¢ z prawami plaszczyzny euklidesowej. Mozna to stwierdzi¢ w sposdb nastgpujacy:
Poldozmy dokota jednego takiego kélka sze§¢ nowych koleczek itd. Jezeli wykonujemy tg
konstrukcje na plaszczyZnie, to powstaje konglomerat bez luki, w ktorym kazde kotko, nie lezqce
na granicy styka sie z sze§cioma innymi. Na powierzchni kuli z poczatku konstrukcja takze sig
udaje, tym lepiej, im mniejszy jest promien takiego kétka w poréwnaniu z promieniem Kkuli.

Im dalej konstrukcja postepuje, tym jawniej okazuje sig, ze ugrupowanie kélek w sposdb
wskazany i to bez luk nie jest mozliwe, jakby to musiato by¢ wedle zasad geometrii
euklidesowej. W ten sposob nawet istoty nie mogace opuszczaé powierzchni kulistej, ani
spogladaé stamtad w przestrzefi trojwymiarowa, moglyby przez samo eksperymentowanie owymi
kotkami stwierdzié, ze ich ,,przestrzen” dwuwymiarowa nic jest euklidesowa, lecz sferyczna.
Wedle najnowszych wynikow teorii wzglednosci jest prawdopodobne, Ze nasza przestrzen
tréjwymiarowa jest w przyblizeniu sferyczna, to znaczy, Ze prawa wzajemnego polozenia lezacych
w niej cial sztywnych dane sa nie przez geometrig euklidesowa, lecz w przyblizeniu sferyczna,
jezeli bierze si¢ pod uwage dostatecznie wielkie obszary. W tym to miejscu buntujg si¢ mysli
Czytelnika. ,, Tego sobie zaden czlowiek nie moze wyobrazi¢” — moéwi oburzony. ,,To mozna
mobwié, ale nie mysleé. Moge sobie pomysleé powierzchnie kulistg, ale nie jej analogon
trojwymiarowy ™.
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T'e przeszkode nalezy pokonaé, a cierpliwy Czytelnik zobaczy, ze nie jest to rzecz zbyt trudna.
W tym celu zajmijmy si¢ znowu badaniem dwuwymiarowej powierzchni kulistej. Niech na
rysunku 2" bedzie powierzchnia kuli, & plaszczyzng styczna w punkcie S, ktéra na rysunku —
dla latwiejszego uzmystowienia — przedstawiono ograniczong. Niech L bedzie kolowa tarcza

na powierzchni kuli. Pomy$lmy sobie punkt $wietlny, umieszczony w punkcie N, lezacym
diametralnie naprzeciwko punktu S. Kétko L rzuca wtedy na plaszczyzne & cien kolowy L.
Kazdemu punktowi na kuli odpowiada jego cien na plaszczyznie. Gdy koétko L porusza si¢ po
kuli 2", to cien L’ posuwa si¢ po plaszczyznie &. Gdy tarcza L jest w 8, to nakrywa sie ze swoim
cieniem. Gdy od § porusza si¢ ku gorze, to cien L’ oddala si¢ na plaszczyznie & od S i roénie
coraz bardziej. Gdy kolko L zbliza si¢ do punktu $wietlnego N, to L’ dazy ku nieskoriczonosci

i staje si¢ nieskoriczenie wielkie.

Pytamy sie, jakie sq prawa, normujgce poloZenie cieni L’ na plaszczyZnie €7 Oczywiscie takie
same, jak dla kétek L na kuli X", gdyz kazdej figurze pierwotnej na X odpowiada ciefi jej na &,
Geometria cieni na plaszczyznie zgadza si¢ z geometrig kolek na kuli. Jezeli owe cienie nazwiemy
figurami sztywnymi, to rzadzi nimi na plaszczyZnie & geometria sferyczna. W szczegdlnosci ze
wzgledu na te cienie plaszczyzna jest skonczona, gdyz cienie te na niej zmiescic si¢ moga tylko

w skoriczonej liczbie. Ot6z powie sig: ,,To nonsens; owe cienie nie sa figurami sztywnymi;
wystarczy posuwa¢ podziatke po plaszczyZnie, aby si¢ przekonac, ze cienie staja si¢ coraz wigksze
w miare, jak wedruja od § do nieskonczonodei”. Coz jednak, jesli na plaszezyZnie & podzialki
tak si¢ zachowujg, jak cienie L. Wtedy nie mozna by stwierdzi¢, Ze cienie rosng, oddalajgc sie
od §; wtedy to powiedzenie jest bezprzedmiotowe. W ogdle o cieniach na plaszczyinie to jedynie
mozna powiedziec, iz geometrycznie zachowujg si¢ dokladnie tak, jak sztywne koélka na
powierzchni kuli, w mysl geometrii euklidesowe;j.

Nalezy dokladnie sobie zda¢ sprawg z faktu, iz nasze powiedzenie o ro$nigciu cieni kolek w miare
oddalania sig od .S ku nieskorniczonosci nie ma samo w sobie znaczenia obiektywnego, jak dlugo
dla poréwnania nie mozemy postugiwac sig cialami sztywnymi w znaczeniu euklidesowym, ktére
mozna by bylo przesuwac po plaszezyinie &. Ze wzgledu na prawa rzadzace polozeniem cieni L’
punkt S jest na plaszczyZnie tak samo nieuprzywilejowany, jak na kuli. Podane powyzej
uzmyslowienie geometrii sferycznej na plaszczyinie jest dla nas dlatego wazne, Ze mozna wygodnie
przenie$c je na przestrzen trojwymiarowa.

Pomys$lmy sobie punkt § w naszej przestrzeni i wielka ilo$¢ matych kul L', ktore wszystkie mozna
sprowadzi¢ do wzajemnego nakrycia. Niech te kule nie beda jednak sztywne w znaczeniu
cuklidesowym, lecz niech ich promien ros$nie (widziany ze stanowiska geometrii euklidesowej)

w miar¢ poruszania si¢ od S ku nieskoriczonoéci i niech 6w wzrost odbywa si¢ wedle tego
samego prawa, jak wzrost promieni cieni L’ na plaszczyZnie.

Po zywym uprzytomnieniu sobie geometrycznego zachowania si¢ naszych kul przyjmiemy, ze

w naszej przestrzeni nie ma w ogodle ciat sztywnych w mys$l geometrii euklidesowej, a sg tylko
ciala zachowujace sig, jak nasze kule L'.

Wtedy posiadamy Zywy obraz tréjwymiarowej przestrzeni sferycznej czy tez raczej trojwymiarowej
geometrii sferycznej. Przy tym musimy nasze kule nazywa¢ kulami ,,sztywnymi”. Ich wzrastania
w miare oddalania si¢ od S tak samo nie mozna zauwazy¢ przy pomocy podzialek, jak tego nie
mozna zauwazy¢ na cieniach, na plaszczyZnie &, gdyz podzialki zachowuja sie tak, jak kule.
Przestrzen jest jednorodna, to znaczy — w otoczeniu kazdego punktu mozliwe sa te same
konfiguracje kul. Bez rachunku mozna to zrozumie¢ tylko dla dwoch wymiarow, gdy znowu
wracamy do koélek na powierzchni kulistej. Nasza przestrzen jest skoriczona, gdyz z powodu
,»wzrastania” kul tylko skoriczona ich liczba moze zmiescié si¢ w przestrzeni.

Tak uzyskaliémy pogladowy obraz geometrii sferycznej, postugujgc si¢ swa wprawa w mysleniu

i wyobrazaniu jako narzedziem. Nietrudno poglebié i ozywi¢ tak uzyskane wyobraZenia przez
wykonanie specjalnych konstrukcji. Nietrudno byloby zreszta uzmyslowi¢ sobie w sposob
analogiczny tak zwana geometrie eliptyczna. Tutaj cheialem tylko okazaé, ze ludzka zdolnoéé
wyobrazania wcale nie ma potrzeby kapitulowa¢ przed geometrig nieeuklidesowa.
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Rozwinzanic zadania M 112
Niech O begdzie srodkiem danych okregow
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Rozwigzanie zndania M 114
Nierdwnosé t¢ mozna udowodnic przez
indukeje. Jest jednak dowod bardzic
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