Ta trzecia

Dr Marek KORDOS

»»Samolot wystartowat z Warszawy i polecial prosto przed siebie, by potem
skreci¢ pod katem prostym, znow lecie¢ 1 znéw skrgci¢ pod katem prostym

i po pewnym czasie wroci¢ do Warszawy z kierunku prostopadiego do tego,
w ktorym odleciatl. Ile przeleciat kilometréw?"

Gtlupie zadanie, prawda? Niewatpliwie wida¢ na sile¢ dorobiong fabule, ktdéra
wyda sig jeszcze glupsza po rozwiazaniu zadania. Malo jest (o ile si¢ w ogdle
trafiaja) samolotéw mogacych przelecie¢ bez ladowania 30 tys. kilometréw,

a taka wlasnie jest odpowiedz.

Zeby to ustalié, trzeba tylko uéwiadomi¢ sobie, Ze zwrot ,,prosto’” ma dla nas
kilka znaczen. W przypadku za$ poruszania si¢ po sferze (powierzchni kuli)
oznacza ,,wzdluz okregu wielkiego™ (tj. lezacego w plaszczyznie przechodzacej
przez $rodek kuli). Jest to rozsadny poglad, albowiem tuk okregu wielkiego
przechodzgcego przez punkty A i B sfery jest najkrotsza linig lezaca na sferze
i laczaca te dwa punkty: a wigc — prosto, czyli najkrotsza droga.

W tym miejscu mozna wpas¢ w zdziwienie przypomniawszy sobie, jak wielki szum
towarzyszyl odkryciu geometrii Bolyai-Eobaczewskiego. Przeciez zdumieni
odkryciem jakiejs nieeuklidesowej geometrii byli ludzie“od diuzszego czasu
przyzwyczajeni do poruszania si¢ po sferze i uzywania pojecia ,,prostej”” w dwu
znaczeniach. Mieli nawet na sferze tréjkaty z trzema katami prostymi, jak ten,
ktory przelecial nasz kompromitujgcy samolot. Istotnie, jeéli z bieguna péinocnego
udamy si¢ poludnikiem Greenwich na réwnik, réwnikiem do jednego

z dziewigcdziesigtych poludnikdw, i z powrotem na biegun, to przemierzymy
wiasnie taki tréjkat.

No dobrze, ale z Warszawy? Z Warszawy tez mozna, bo przeciez sfera jest
wszedzie taka sama (chocby na to nie wygladata).

Nie nalezy jednak sadzi¢ pochopnie, a juz w szczegdlnoéci naszych poprzednikdw,
od ktérych przeciez sami wszystkiego sie nauczyliémy. Mieli oni istotne powody,
aby geometrii sferycznej (tak si¢ nazywa geometria powierzchni kuli) nie
traktowac rownorzednie z euklidesows. I to nie tylko dlatego, ze mieli klopoty

z wyobrazeniem jej sobie w trojwymiarowej postaci. Bardzo wyrazne opory
budzily proste przecinajace si¢ w dwoch punktach; punktach, migdzy ktérymi
jest nieskonczenie wiele najkrotszych drég. A przecieZ na sferze tak jest. Dlatego
tez geometria sferyczna zawsze byla dyskryminowana.

Sprawg mozna jednak uratowac zauwazajac, ze wszystko psuja antypody.

To wlaénie na antypodach przecinaja si¢ dwukrotnie proste; przez antypody
przechodzi nieskonczenie wiele prostych. Mozna by wigc sprawe ratowac
pozbawiajgc sferg antypoddw. Np. sklejajac je ze sobg. Ten genialny w swej
prostocie pomyst istotnie, jak si¢ okazuje, poprawia sytuacje; ma tylko jedng
wadg, o ktdrej moze si¢ przekonaé kazdy, kto sprobuje polaczyé réwnoczeénie
wszystkie antypody jakiegokolwiek modelu sfery (np. worka, lepiej —
zawigzanego). Tego nie da sig¢ zrobic!

W kazdym jednak razie moZemy sobie wyobrazi¢, co to bedzie. Bo, na przyklad,
na polsferze sa reprezentowane wszystkie pary antypodow sfery, a tylko te na
brzegu sg oba obecne. Mozna wigc sklejaé antypody na brzegu pdisfery (np.
zawigza¢ tak worek). Tez si¢ nie da!

Ale wyobrazenie mamy: jakby si¢ dalo, to byloby to. To ogromnie gigboka
informacja — wobec tego wszelkie lokalne sprawy w tak powstalej plaszczyznie
(jej geometria nazywa sig¢ eliptyczna) przedstawiaja si¢ tak samo jak na sferze -
wygoda niestychana. A musi tak by¢, jesli problem ,,zmiesci si¢’’ na pdisferze nie
dotykajac jej brzegu — tu przeciez nic nie zmieniali§my.

Chcialoby si¢ jednak mieé jakie§ wyobraZenie, jak to wyglada ,,w calosci”, a nie
tylko lokalnie, cho¢ po prawdzie nie znam osobiscie nikogo, kto obejrzalby
plaszczyzne euklidesowa inaczej niz lokalnie. Plaszczyzna, o ktorej mowimy, bywa
nazywana eliptyczna lub rzutowa (tak ja nazywamy, kiedy nie interesujg nas
odleglosci na niej). Pod tg ostatnig nazwa figurowala jej podobizna np. w ,,Delcie”
10/1976, gdzie napisano o niej tez, ze jest zaklejeniem sfery z otworem wstgga
Mbiusa. Proste, nie?
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Defekt trdjkata ABC
to liczba:
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Moze wigc nie przygladaé sig, tylko zbiera¢ jej cickawsze wiasnosci. Plaszczyzna
taka ma np. wlasno$é dualnosci, co oznacza, Ze jeli w jakim§ twierdzeniu

o punktach, prostych i ich wzajemnym poloZeniu zamienimy miejscami nazwy
punktow i prostych, to otrzymane zdanie tez bedzie twierdzeniem. Przyktad:
,.Przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta’; dualnie (z modyfikacjami,
jakich wymaga jezyk potoczny, a nie matematyka) bedzie to brzmialo: ,,Dowolne
dwie proste majg punkt wspolny’”.

No i w tym miejscu, istotnie, stwierdzamy, Ze nie jest to ani geometria Euklidesa.
ani Bolyai-Lobaczewskiego, to jest wlasnie ta trzecia (patrz: ,,Delta’ 7/1975).

Z rozwazan o pélsferze mamy natomiast wniosek, Ze prosta jest krzywa
zamknieta. Istotnie! Okregi wielkie opuszczaly polsfere w antypodach, a te
wiasnie majg by¢ sklejone. Prosta zatem ma skonczong diugos¢! Istnieja
najbardziej od siebie oddalone punkty na plaszczyznie!

Nadzwyczajno$éé tego ostatniego stwierdzenia mozna jednak wydatnie zmniejszyc,
kojarzac ja z dualnoscia. Maksymalne oddalenie punktdw jest po prostu obrazem
dualnym prostopadlosci prostych. Istotnie, przecinajace si¢ proste (a tu mamy
tylko takie) ,,dalej” od siebie by¢ nie moga.

Czytajac raz jeszcze ,,Klasyfikacjg powierzchni’ z ,,Delty” 10/1976 stwierdzamy,
Ze nasza plaszczyzna jest jednostronna i Ze prosta (mimo, iz jest krzywa
zamknigta) plaszczyzny nie rozeina. Nie ma wige tam potplaszczyzn —
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plaszczyzna z wycigta prosta jest dalej ,,w jednym kawalku™!

Istnienie maksymalnie oddalonych punktéw moze nasuna¢ skojarzenia z geometria
Bolyai — Lobaczewskiego, gdzie mozna bylo geometrycznie obra¢ jednostke dtugosci.
I jest to dobre skojarzenie. Ustalajac, Zze maksymalnie oddalone punkty sa

w odlegtosci m/2, otrzymujemy zwiazek podobny do znanego np. z ,,Delty”
10/1975: pole tréjkata jest réwne minus defektowi tego tréjkata. Dlaczego minus?
Dlatego, Ze tu tréjkaty maja sume katéw wigksza niz . Pelnej analogii oczywiscie
nie ma: tak jak prosta ma tu skorczona dlugo$é =, tak i pole calej plaszczyzny
jest skoniczone i wynosi 2n. Sprébujcie uzasadni¢ — czemu (moze o czyms
$wiadczy model na polsferze?)

Analogicznie natomiast do geometrii Bolyai-Lobaczewskiego i tu jest prawdziwa
IV cecha przystawania tréjkatow: jesli odpowiednie katy sa réwne, to tréjkaty

sa przystajgce. I tu od razu watpliwosé: trojkat? A co to takiego? PrzecieZ prosta
nie rozcina plaszczyzny. No tak, ale trzy proste nie przechodzace przez jeden
punkt rozcinaja naszg plaszcezyzng. Tyle, ze nie na siedem czgéei, jak to bylo

u Euklidesa i Bolyai-Eobaczewskiego, a zaledwie na cztery. Wyznaczajg wiec
cztery tréjkaty na ogél o réznych katach (pytanie: kiedy wszystkie cztery trojkaty
sq przystajace?)

A teraz problem do samodzielnego rozwigzania:

Czemu geodeci triangulujac powierzchnig Ziemi startuja zawsze z odmierzonej
bazy? Przeciez lokalnie obowiazujg na sferze te same zalezno$ci, co w geometrii
eliptycznej. Czy, wobec tego, nie mozna by obejs¢ si¢ bez bazy?

I na zakoficzenie o powazniejszych problemach do samodzielnego rozwigzania.

Za poczatek istnienia geometrii eliptycznej uwaza si¢ rok 1854 (praca Riemanna —
patrz ,,Delta™ 7/1975).

Mimo jednak 120-letniej historii jest to bardzo stabo rozwinig¢ta geometria.
Dopiero np. w ostatnich latach zostala zaksjomatyzowana w zadawalajacy sposcéb.
Jest w niej jeszcze bardzo wiele do zrobienia i mozna w niej znalez¢ wigcej biatych
plam niz w geometrii Euklidesa i Bolyai-Lobaczewskiego razem wzietych. Jesli
tylko bedzie sig jg badac.

“azs{aiuw annoninmp [uwleu 09 2jod Janu snw jeapemy Lzshup wIjqosg
‘njeIpemy oFzsNIM MoNOq fpols zazid orzpoysazid BzSnl BUOIUEL  DMONZOBIIBIM " IluepRZ

zpamodpQ

13



