O zagadkach wzlotu balonu wierszy kilka...
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Kilka lat temu ,,Physics Today” zamieécito artykul pt. ,,Zmeczyly cig¢ bieguny
Reggego, strefy Brillouina itp. — sprébuj tego™. Tym ,,czym$™ byla teoria

i praktyka roweru nie nadajgcego si¢ zupelnie do jazdy. W niniejszym artykule
chcuvlbyrn zaja¢ si¢ nie tyle fizyka ,,nieujezdzalnego’™ roweru, ile, chyba réwnie
pasjonujacym zagadnieniem teoretycznego ,,baloniarstwa”, a mianowicie tym,
jakie jest przyspieszenie, z ktorym startuja balony. Oczywiscie wiemy, ze ruchem
balonéw, tak jak i ich zwycigskich konkurentéw — aeroplanéw, rzadza prawa
mechaniki osrodkéw ciggltych (MOC) i Ze ta dyscyplina wiedzy to archaizm
zupelnie nic nie majacy wspolnego ze wspdtczesnag fizykg. Ten, niestety, doéé
powszechny wérdd fizykow poglad jest calkowicie mylny i, jak zobaczymy, nasze
zagadnienie balonowe doprowadzi nas do pojecia szeroko stosowanego we
wspolczesnej fizyce np. w teorii ciala stalego, a mianowicie — pojecia masy
efektywnej. Tyle, ze w MOC-y pojecie to znane bylo od poczatkow ubieglego
stulecia.

Hydrodynamika i aerodynamika, dwa podstawowe dzialy MOC-y, sa bardzo
trudnymi dziatami ludzkiej ciekawosci i, co tu ukrywaé, do dzi§ borykaja si¢

z wielu fundamentalnymi klopotami. Ot, chociazby tym, Ze pomimo zastosowania
Bog wie jakich metod matematycznych do dzi$ nie udato si¢ udowodni¢ ogdlnego
twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan réwnania Naviera-Stokesa —
podstawowego rownania opisujacego dynamikc cieczy lepkiej. Ba, c6z mowié

o rownaniu Naviera-Stokesa, jezeli do dzi$ nie wiadomo, co bylo przyczyna krew
w zylach mrozgcej historii szyb okiennych w superwiezowcu kcmpann
ubezpieczeniowej Johna Hancocka. (Podobna historia, acz na mniejsza skale,
wydarzyta si¢ oknom Klubu MPiK w domu towarowym Junior w Warszawie

i, byé moze, co starsi Czytelnicy ,,Delty’” widzieli ,,to to’” na wlasne oczy). Otoz,
kiedy ten superwiezowiec, (IV str. okl.), ulokowany w centrum Bostonu, zostalszczelnie
zamkniety i ruszyla jego super-klimatyzacja, to nagle, pod wplywem wiejacych
znad oceanu wiatréw cudowne, zielono-niebieskie przeciwstoneczne szyby okienne
zaczely wyskakiwaé z ram i z cichym §wistem spada¢ w déf na miasto (szyby byly
porzadnie ,,okitowane™). Dobry Bég Towarzystw Ubezpieczeniowych czuwal

1, o ile wiem, nikt nie zostal zgilotynowany przez te fruwajgce kawaty szkia.
Puste oczodoly okien zabijano dykta az do momentu, gdy do akcji wkroczyta...
straz pozarna — bo przecie tyle dykty stanowi istotne zagroZenie poZarowe.

W tunelu aerodynamicznym, nalezacym do slawnej bostonskiej uczelni MIT
(Massachusetts Institute of Technology) zbudowano nielichym naktadem kosztéw,
acz ku uciesze spragnionych kontraktéw badawczych uczonych, model budynku

i calej otaczajacej go dzielnicy. Nikt nie wie, ile pienigdzy wydano na symulacje
numeryczne (na maszynach cyfrowych MIT) przeptywéw aerodynamicznych
powietrza wokol wiezowea itp, az w koricu zaufano majstrom i zamontowano
znacznie grubsze szyby. Dlaczego teraz nie wypadaja?

Ba, kto to wie? MOC kryje w sobie wiele ciekawych i zaskakujacych historii,

jak wiasnie ta o balonach.

Zacznijmy od dwu zadan. Zadanie pierwsze podstawowe:

Wyobrazmy sobie balon kulisty, ktérego catkowita masa réwna jest 1/10 masy
wypartego powietrza. Pytanie: jakie jest przyspieszenie tegoz balonu w momencie
startu?

Drugie zadanie (bardziej ,,naukowa’ wersja pierwszego):

Wyobrazmy sobie wielkie akwarium wypeinione woda, wewnatrz akwarium
umieszczamy kule¢ wykonang z niewazkiego materialu i pomijamy zupeinie
wystgpowanie sif cigzkosdci. Calemu akwarium nadajemy przyspieszenie a wzgledem
laboratoryjnego ukladu odniesienia. Pytanie: ile wynosi przyspieszenie kuli
wzgledem laboratorium? (Doswiadczenie tego typu — jak powy#sze zadanie —
zostalo przeprowadzone przez wybitnego matematyka Birkhoffa i Caywooda;
badano w nim ruch niewielkich pecherzykéw powietrza w wodzie).

Czytelnikéw zachecam do préby rozwigzania tych zadan bez czytania dalszej

|
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———y czesci artykutu i do nadestania rozwigzan do redakcji. Sposréd autoréw
—— —— najoryginalniejszych rozwigzan rozlosujemy kilka nagréd w postaci §wiezej wody
=== do akwarium.
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Jak przystapiliby§my do rozwiazania pierwszego zadania? Oczywiscie, najpierw
trzeba obliczy¢ sile dzialajgca na balon: wynosi ona, zgodnie z prawem
Archimedesa, Fy = 9M,g, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Co dalej? Trzeba
wstawi¢ sile Fy do réwnania ruchu, a to, zgodnie z prawem Newtona, powinno
mieé postaé: M, - a = Fy, gdzie M, jest masa balonu. Korzystajac z warunkéw
zadania otrzymujemy: a = 9g. Poniewaz wiemy, ze piloci balonéw nie przyjmuja
przed startem pozycji horyzontalnej ani tez nie nosza specjalnych
przeciwprzecigzeniowych strojow jak kosmonauci, to co$ jest niedobrze z naszym
rozwigzaniem. Nim powiem co — cofnijmy si¢ wstecz w czasie, do konca

XVIII wieku. Uczeni w owym czasie pasjonowali si¢ dokladnym wyznaczaniem
wartoéci przyspieszenia ziemskiego g. Praktycznym zagadnieniem bgdacym
partnerem tego ,,problemu poznawczego’’ bylo dokladne wyznaczanie okresu
drgan wahadel uzywanych w precyzyjnych chronometrach. W 1776 roku Du Buat
przeprowadzil pomiary okresu drgan wahadta zbudowanego z ,,niewazkiej’” nici
zakonczonej sferycznym cigzarkiem zrobionym z materialu o ggstosci o i pelnej
masie M = 4/3 nR3g, gdzie R jest promieniem ci¢zarka. Du Buat stwierdzit
istotne odchylenia okreséw drgan od przewidywanych teoretycznie; zauwazyl
‘przy tym, Ze jest w stanie dopasowa¢ swoje wyniki do teorii, jezeli zalozy,

ze cigzarek wahadta ma mase nieco wigksza niz M, co wiecej, ten dodatek

do masy zdawal si¢ zaleze¢ od tego czy wahadlo poruszalo si¢ w powietrzu,

czy w innym gazie. Pominmy fakt, ze w opisie ruchu wahadla nalezy uwzgledni¢
tarcie zawieszenia, wage nici itp. i zajmijmy si¢ teorig do§wiadczenia Du Buat’a.
Jak wiemy, réwnanie ruchu wahadta ma postac:

MI@ = Mgsin®,

gdzie @ jest katem wychylenia wahadla, / — diugoscia, a M — masa,
a dwie kropki oznaczaja drugg pochodng wzgledem czasu.
Dla matych katéw @ okres drgan wahadla dany jest znanym wzorem T2 = 4n?l/g.
Poniewaz ruch wahadta odbywa si¢ w powietrzu, nalezy uwzglednic sil¢ wyporu
dzialajaca na cigzarek wahadla. Prowadzi to do zmiany réwnania ruchu
polegajacej na pomnozZeniu prawej strony przez wspolczynnik (1 —g'/p), gdzie
o jest gesto$cia powietrza. W 1832 roku Baily przeprowadzil pomiar wplywu tej
poprawki na okres drgan wahadta i stwierdzil, Ze teoretyczna réznica okreséw
(rzgdu 5 minut na dzien) nie wystarcza do uzyskania dobrej zgodnosci
z do$wiadczeniem. W tej sytuacji na areng wkroczyli teoretycy i w 1833 roku
Green (tenze Green od twierdzen calkowych Greena, Ostrogradzkiego, Gaussa,
Stokesa i innych) wykazal, ze w rownaniu ruchu wahadta nalezy wprowadzi¢
jeszeze jedna poprawke polegajaca na zastapieniu masy wahadla M po lewej

*

stronie rownania ruchu przez mase¢ M, ktora nazwal masa wirtualna.
Uwzglednienie tej zmiany prowadzi do wydluzenia okresu drgan wahadla
S L
M—-M
Y e
Teoria Greena dawala wz6r na mase wirtualng w postaci:

w stosunku 1: | 1+

M=M+ko'V,

gdzie V jest objetoscia cigzarka, a k pewna liczba, zalezna od

ksztaltu cigzarka. Poréwnywanie okresow drgan wahadla z przewidywaniami
teoretycznymi sprowadza si¢ wigc do pordwnywania do$wiadczalnej wartosci
wspolczynnika k z teoretycznymi. Z doSwiadczenn Du Buata dla sferycznego
ciezarka uzyskano wynik: k = 0,45-+0,67. Nie jest to wynik zgodny

z przewidywaniem teoretycznym: k = 1/2. Prosze pamigtaé, ze w czasach,

o ktérych mowa, doktadnos¢ doéwiadczen mechanicznych byta niewiele mniejsza
niz dzisiaj. Analiza wynikéw do$wiadczen, o ktérych méwimy, nasunela Stokes’owi
pomyst, Ze cos jeszcze jest pominigte przy analizie wplywu os$rodka na ruch
wahadla. Wlaénie w ten sposob odkryt on swoje prawo wigzgce lepkosé

z dodatkowg silg dzialajgca na cialo poruszajgce si¢ w plynie. Zauwazamy, Ze juz
w poczatkach XIX wieku fizycy byli gotowi ,,psychicznie’” do postuzZenia sig,

w opisie ruchu czastki w o$rodku, trickiem polegajacym na tym, ze czes¢ wplywu
o$rodka na ruch czastki zastgpuje si¢ przez wprowadzenie ,,fikcyjnej’” czastki
poruszajacej sig¢ pod wplywem takiej samej sily, ale majacej inna mase.

W dzisiejszej fizyce taka zmieniona mase nazywamy masa efektywng i pojecie

to powszechnie stosujemy np. w fizyce ciala stalego, gdzie badajac ruch elektronu
w krysztale pélprzewodnikowym, zastgpuje si¢ masg elektronu m przez masg
efektywna m, ktéra dla wielu materialéw moze byé mniejsza niz masa elektronu
w prézni.



Jak wyjasni¢ t¢ konieczno$¢ zastapienia masy cigzarka wahadfa, masy balonu itp.
przez mase efektywng? Kazdy z Czytelnikéw na pewno trzymat kiedy$ w reku
wiosto. Otoz fatwo sobie przypomnieé, Ze na to, aby wykonaé pelne pociagniecic
wiostem bez zanurzania piéra w wodzie, trzeba do rekojesci wiosta przylozyé
mniejszg sil¢ niz wtedy, gdy wiosto zanurzamy w wodzie. Wyobrazmy sobie
sytuacje, Ze nie wiemy czy wiosto zostalo zanurzone w wodzie, czy nie; wiemy
tylko, ze musimy wykona¢ pociggnigcie wioslem z okreélona predkoscig. Otéz —
raz ,jop6r” wiosta na nadanie mu tej samej predkosci bedzie wiekszy (wiosto

w wodzie) niz za drugim razem (wiosto w powietrzu).

W pierwszym przypadku wioslo jest ,,cigzsze’ tj. wiosto o odpowiednio wigkszej
masie, poruszajgce si¢ w powietrzu stawia¢ bgdzie nam taki sam ,,opor’” jak
,,prawdziwe”, poruszajace si¢ w wodzie. Powyzszy przyklad zawiera podstawowa
ideg fizyczng, lezacg u podstaw zrozumienia pojgcia masy efektywnej. Powstaje
pytanie, jak obliczy¢ t¢ ,,dodatkowa™ mas¢ potrzebng w naszym ,,suchym’” opisie
,,mokrego”” wiostowania? Dla wiosta problem ten jest niebywale skomplikowany.
Oprécz dosé wstregtnego ksztaltu wiosta, wykluczajacego jakiekolwiek rachunki
analityczne, przy opisie ruchu wiosta trzeba uwzglgdniaé efekty zwiazane

z powierzchnig cieczy itp. Dla ruchu obiektéw sferycznych (balon) w mocno
wyidealizowanym modelu osrodka, jakim jest nielepka, niesciéliwa ciecz (ciecz,

w ktorej gestos$¢ ptynu w danym punkcie przestrzeni pozostaje stata podczas
ruchu ptynu), wszystkie rachunki mozZna przeprowadzi¢ do konca w elementarny
sposob. Musimy pamietac, ze jest to bardzo uproszczony opis, ale catkiem
sensowny wiasnie dla opisu ruchu balonow w poczatkowej fazie lotu, a takze

i dla innych, fizycznie ciekawszych zjawisk np. ruchu dodatnio natadowanych
jonéw w nadciektym helu.

Przystapmy wreszcie do wykonania tych rachunkéw. Na rysunku mamy
przedstawiony szkic sytuacji. Sferyczny balon — kula o promieniu R porusza si¢
z predkoscig v w plynie o gestosei p'. Wygodnie jest postugiwac sig ukladem
wspotrzednych biegunowych: r, @, ¢. Przy czym, w zwigzku z zaloZeniem

o nielepkosci plynu, mozemy latwo przekonac¢ sig, Ze skladowa predkoscei ptynu
u, jest rowna zeru (nie ma mechanizmu oddzialywania obracajgcej si¢ kuli

z nielepka ciecza). Pozostale dwie sktadowe pola predkosci: u, i u, fatwo jest
znalez¢, pamigtajgc, Ze muszg one na powierzchni kuli spefnia¢ warunek
brzegowy rownosci skladowych normalnych ptynu i kuli. Otrzymujemy wigc
nastgpujgce wyraZenia na te skladowe: u, = R3vcos@/r?, u; = R3vsin@/2r3.

Znajac prgdkos¢ plynu @ mozemy obliczyé jego energi¢ kinetyczng. W tym celu
nalezy zauwazyc, Ze energia kinetyczna elementu objgtosci ptynu AV rowna jest

1 : ;
3 o'u?. Cheac obliczyé T, — pelng energig¢ plynu, nalezy zsumowaé wkiady

pochodzace od poszczegdlnych elementow objetosci ptynu. Mamy wtedy

L= Z % o'u? — -;—g' Sd’xu’.
av

Catkowanie potrdjne w powyzszym wzorze musimy wykona¢ po calej objetosci
wypeinionej plynem, tj. przy naszym zaloZeniu nieskonczonego osrodka, po calej
przestrzeni z wyjatkiem sferycznej ,,dziury’’ o promieniu R, zajetej przez nasz balon.
Catkowanie powyzsze jest elementarne i przebiega, jak nastgpuje:

oo b g 2
o= %9’ S (1 +u3)r?sin@drd@de = mp'v*R® S ridr Ssin@ [ -c?-ﬁ—g- +
r=R 0
sin?@ 1 1 (4n , .\ , 1 . _1(4:‘:,3
+—4:€"]“9—7'?(TQR)‘” =g hvy My Rl g

Jak widzimy, energie kinetyczna cieczy moZemy zapisa¢ w postaci energii
kinetycznej, jaka miataby czastka poruszajgca sie w prozni z tg sama predkoscia,
co nasz balon, ale majgca mas¢ rowna 1/2 masy wypartego przez balon ptynu.
Pelna energia kinetyczna uktadu balon plus pltyn rowna jest T = T,+ T, =

% (M,+ M ,)v?itym samym réwna jest energii kinetycznej czgstki o masie

M = masa balonu plus polowa masy wypartej przez balon cieczy. Jest to bardzo
ciekawy i elegancki wynik, ktdry stat si¢ podstawa do rozumowania Greena
dotyczacego ruchu wahadta.



Obliczenie energii kinetycznej pltynu, wywotanej ruchem niesferycznych obiektow,
jest o kilka ,,rzedow wielkosci” bardziej skomplikowane. Przede wszystkim nalezy
znalez¢ pole predkosci pltynu u, spelniajace odpowiednie warunki brzegowe,

no i oczywiscie, obliczenie calki potrdjnej we wzorze na T przestaje by¢ igraszka.
Mozna jednak wykazaé¢ nastepujgce, wazne twierdzenie. Jak wiemy, kazda bryla
sztywna opisana jest przez sze$¢ stopni swobody (trzy zwigzane sa z ruchem
postgpowym, a trzy z obrotami). Oznaczamy odpowiadajgce tym stopniom
swobody wspdlrzedne jako: g, ..., §¢. Odpowiednie predkosci oznaczymy jako:
gy, ---» 46. Twierdzenie, o ktérym mowa, orzeka, ze energia kinetyczna plynu

T, jest forma kwadratowa predkosci ¢;, a wspolczynniki tej formy zaleza wylacznie
od g;. MoZemy wigc napisac:

6

T, = 3 M4
Mozna réwniez poda¢ skomplikowane wyrazenia
na obliczanie wspétczynnikéw M. W ogdlnym
przypadku peina energia kinetyczna ukiadu plyn i kula jest wiec forma
kwadratows predkoéci, a co za tym idzie, nie mozna przypisa¢ naszej fikcyjnej
czgstce jednej masy skalarnej, ale catg tablice mas (wspétczynniki M$*); méwimy
wtedy o tensorowej masie efektywnej. I znowu np. w fizyce ciala stalego czesto
mowi si¢ o tensorowej masie efektywnej no$nikéw tadunku. W ciele stalym ta
tensorowo$¢ wiaze sig¢ z geometria pasm energetycznych, dozwolonych dla
nos$nikow fadunku przez symetrie sieci krystalicznej, skiad krysztatu itp.

W mechanice teoretycznej udawadnia sig, Ze rownania ruchu dla uktadu mozna
zapisa¢ w postaci tzw. réwnan Lagrange’a. Rownania te majg postac:

4 or_or
dt g, 0q. =

W rownaniach tych T jest peing energig kinetyczng ukladu. Q, to tzw. silty
uogodlnione. W konkretnym przypadku ruchu naszego balonu Q, to po prostu
skiadowe wektora sity wyporu. Korzystajac z prawa Archimedesa mozemy tatwo
obliczy¢ te sity. Dla kuli jedynymi stopniami swobody, ktére trzeba uwzgledniaé,
sa te, ktore wiaza si¢ z ruchem postgpowym. Wspéirzedne g, w tym wypadku

to wspéirzedne srodka kuli, a predkoéci g, to po prostu skladowe wektora

predkosci kuli R = ». Wstawiajgc nasze wyrazenie na energi¢ kinetyczng plynu
plus kula oraz sil¢ wyporu do réwnan Lagrange’a, uzyskujemy réwnanie ruchu
balonu w postaci:

(Mh-l-MlJ'“ = Fw-

L 3
Jest to rownanie ruchu dla ,,czastki” o masie efektywnej M.
Gdybysmy analogiczne rozumowanie, jak powytej, przeprowadzili dla wahadtla,
to olrzymallbyﬁmy, omawiane uprzednio, rownanie Greena. MoZemy teraz
nareszcie rozwigza¢ do konca zadanie o balonie. Znamy juz sile¢ wyporu Fy,
a masa efektywna wynosi teraz (1/10+5/10) masy wypartego powietrza.
Réwnanie ruchu ma wigc postaé: (6/10)a = (9/10)g, skad: a = (3/2)g.
Jest to catkiem sensowne przyspieszenie i kazdy, kto widziat startujacy balon,
gotéw jest ,,kupi¢” ten wynik. Tak wigc, to masa efektywna balonu gwarantuje
nam to, Ze balon nie wzlatuje w gore jak rakieta. Trzeba podkresli¢, Zze nasza
analiza jest stuszna tylko dla bardzo krétkiego okresu czasu, zaraz po starcie
balonu. Dla pelnego opisu trzeba by uwzglgdni¢ wiele dodatkowych efektow, np.
niesferycznosé (gondola, w ktdrej siedzg aeronauci) itp.

Poniewaz maja Panstwo zapewne do$¢ tej matematyki, czas juz zakonczy¢ ten
artykul. Staratem si¢ w nim przekonac¢ Panstwa, ze w MOC-y pojecie masy
efektywnej, tak dzi§ powszechnie stosowane, narodzilo si¢ znacznie wczesniej

niz w innych dzialach fizyki. Mam nadziejg, Ze ci sposrod Czytelnikéw, ktorzy
bedg teraz czyta¢ powazne dziela naukowe, w ktérych napotkajg takie to terminy,
jak: masa polowa elektronu, renormalizacja masy, masa polaronu, masa efektywna
no$nikéw tadunku, cigzkie 1 lekkie elektrony itp., beda mogli powiedzie¢: phi,

to nic takiego nowego, to jest to, dlaczego balony latajg wolno. Aha, no i mam
nadzieje, ze przekonatem Panstwa o tym, iz MOC to ciekawa dyscyplina fizyki.

Mozna np., korzystajac z jej praw, udowodni¢, ze samoloty w ogdle nie moga
lata¢. Ale o tym to moze kiedy indziej.
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