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Prof. dr Marek KUCZMA

Pole prostokata o bokach a i b wyraza si¢ wzorem: P = a- b. Dlaczego? Czy wzor
ten zostal nam narzucony przez autoréw podrgcznikow i zalezy wylacznie od ich
wyboru? Czy tez moze jest on koniecznoscig i nie ma innej mozliwosci; innymi
stowy, moZe mozna go udowodnié?

Aby modc na te pytania odpowiedzie¢, musimy wpierw dobrze zda¢ sobie sprawg
z tego, czym wiasciwie jest pole prostokata, Mozemy powiedzie¢, Ze jest to miara
wielko$ci prostokata. Zauwazmy jednak, Ze zdanie to nie jest bynajmniej definicja,
gdyz zastepuje tylko jedno niesprecyzowane pojecie (pole) przez inne (miara
wielkosci). Niemniej pozwala ono odwota¢ si¢ do intuicji geometrycznej. Jakiez
zatem wlasnosci powinna mie¢ taka miara wielkosci prostokata? Intuicja
geometryczna sugeruje nam, Ze powinna ona spetnia¢ nast¢pujace trzy warunki:

A. Kazdy prostokat ma jednoznacznie okre$lone pole, ktére wyraza si¢ liczba
rzeczywista nieujemng.

B. Przystajace prostokaty maja rowne pola.

C. Jezeli prostokat podzielimy na dwie czesci odcinkiem réwnolegltym do
ktéregokolwiek z bokdw, to suma pél powstaltych w ten sposéb dwéch
prostokatéw jest réwna polu wyjéciowego prostokata.

Zanim posuniemy si¢ dalej w naszych rozwazaniach, trzeba jasno stwierdzié,
Zze powyzsze postulaty, aczkolwiek dyktowane intuicja geometryczng, nie s3
bynajmniej konieczne i w znacznym stopniu przyjecie ich zalezy od naszej woli.

Zgadzamy sig, Ze miara powinna by¢ liczba nieujemna, ale sg przeciez wielkosci
(np. temperatura, czas), ktorych miar¢ wyrazamy w liczbach wzglednych.

Dwa przystajace prostokatne poletka gruntu moga mie¢ rézna cene (a ceng wszak
tez moZzemy uwazaé za pewna miarg) w zaleznoéci od poloZenia, gleby itp.

Wreszcie np. dwie pigciodekowe paczki kawy kosztuja wigcej niz jedna paczka
dziesigciodekowa. Tak wigc w pewnych okoliczno$ciach miara nie musi spelnia¢
zadnego ze sformulowanych powyzej postulatow A, B, C. W przypadku pola
prostokata wydaja si¢ nam one rozsadne i zgodne z naszg intuicja, zatem jeste$my
gotowi przyja¢ je bez zastrzeZen. Zalezy to jednakie od naszej woli, od naszego
wyboru. :

Zgdodzmy sig¢ zatem, Zze przyjmujemy postulaty A, B, C i postarajmy si¢ teraz
przetlumaczy¢ je na jezyk matematyczny. Poniewaz prostokaty o bokach odpowiednio
rownych sa przystajace, wigc z postulatéw A i B wynika, Ze pole prostokata zalezy
wylgcznie od jego bokéw (czy tez, dokiadniej, od dlugosci jego bokow).

Scislej mowiac, pole to jest funkcja: P = P(a, b), okreSlong w pierwszej éwiartce
uktadu wspoétrzednych i przyjmujaca wartosci w zbiorze ( 0, + 00):

(1) P:{0, +0)x{0, +©) = {0, +x0).
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Najistotniejsze informacje zawiera jednak postulat C. Dokonujac opisanych
podzialéw (patrz rysunek) widzimy, ze funkcja P musi spelnia¢ nastgpujgce
dwa zwigzki:

(2) P(al+a29 b) — P(alsb)+P(a2: b),

3 P(a, b, +b,) = P(a, by)+ P(a, by).

Zwigzki (2) 1 (3) musza by¢ prawdziwe dla wszelkich nieujemnych a, b, a,, a,,
b, b;sa zatem toZzsamos$ciami. Nasze zadanie mozna wiec sformutowac nastgpujaco:
znalez¢ funkcje (1), dla ktdrej zwiazki (2) i (3) sg spelnione toZzsamo$ciowo
wzgledem wszystkich wystepujacych tam zmiennych.

Tego typu zadania, w ktorych problem polega na wyznaczeniu niewiadomej funkcji
na podstawie zadanej tozsamosci, ktérg funkcja ta ma spelnia¢, nosza nazwe
réwnan funkcyjnych.

Zwigzki (2) i (3) sa wilasnie przykiadaml rownan funkcymych Zostawmy na chwile
problem wzoru na pole prostokqta i zajmijmy si¢ rownaniami funkcyjnymi. Jednym
z najwazniejszych rownan funkcyjnych jest réwnanie Cauchy’ego

@ Sx+y) = f()+1(y).

Postarajmy si¢ wyznaczy¢ funkcje f: (0, +0) = {0, +00) (tj. funkcje o warto-
§ciach nieujemnych, okreslong dla nieujemnych warto$ci zmiennej niezaleznej)
spelniajaca zwigzek (4) dla wszystkich nieujemnych x, y. W szczegdlnosci (4) ma
zachodzi¢ dla x =y = 0.

Zastepujac w (4) x i y przez zero otrzymamy f(0) = 2f(0), skad wynika, Ze

(5) £(0) = 0.
Przez indukcje tatwo udowodnic, ze
(6) fnx) = nf(x)

dla wszelkich x nieujemnych i wszelkich n catkowitych nieujemnych. Istotnie,
dla n = 0 prawdziwo$¢ zwiazku (6) wynika z (5). Zakladajgc, Ze zachodzi dla
pewnego catkowitego n = k = 0 1 dla wszelkich x = 0, mamy dla n = k-1

i dowolnego x = 0:

f(k+1)x) = flx+kx) = f(x)+f(kx) = f(x)+kf(x) = (+Df(),

gdzie po drodze wykorzystaliSmy wiasnoéé¢ (4) dla y = kx. Tak wigc zwiazek (6)
zostal udowodniony.

Pokazemy z kolei, ze zwiazek (6) pozostaje rowniez stuszny dla n wymiernych
nieujemnych. Wezmy dowolne liczby catkowite p = 0, ¢ > 0 oraz dowolng liczbg
rzeczywista x = 0. Mamy na podstawie (6):

pf(x) =flpx) =f (q%x) = gf (%x)» skad  f (% ) = ‘%f(x)-
Innymi stowy, funkcja f spelnia zwigzek
) J(rx) = rf(x)
dla wszelkich nieujemnych x rzeczywistych i r wymiernych.
Kiadac w (7) w szczegdlnoscl x = 1 i oznaczajac f(1) = ¢, otrzymujemy
(8) fr) =cr
dla wszelkich nieujemnnych » wymiernych.

Udowodnimy teraz, ze zwiazek (8) zachodzi nie tylko dla r wymiernych, ale dla
dowolnych r rzeczywistych nieujemnych. W tym celu utwérzmy nowa funkcje

© g(x) = f()—ex,

gdzie, jak wyzej, ¢ = f(1).
Uwzgledniajac fakt, ze funkcja f spelnia réwnanie (4) w szczegdlnosei dla y = 1,
otrzymamy

glx+1) = flx+D—c(x+1) = fix)+f(1)—cx—e = f(x) —cx = g(x) gdyz [(1) = ¢

Oznacza to, Ze funkcja g jest okresowa, o okresie 1: g(x+1) = g(x).
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Poniewaz wartosci funkcji f sa nieujemne, a wartos¢ wyraZenia cx dla x € €0, 1)
nie przekracza ¢, wigc z (9) widzimy, Ze funkcja g spelnia warunek

(10) gx)=> —c dla xe<0,1).

Z okresowosci za$ wynika, ze nierdwnos¢ (10) jest stuszna dla wszystkich x > 0.
Weimy teraz dowolne x e {0, 1). Na podstawie wzoru (9) oraz réwnania

(4), gdzie przyjmiemy y = 1 —x, mamy
g(x)+g(l—x) = f(x)—cx+f(1—x)—c(l —=x) = f(1)—c = 0, .
(n g(x)+g(l—x) = 0.
Chcemy pokaza¢, ze funkcja g jest identycznie rowna zeru. Gdyby w jakim$ punkcie

x €0, 1> wartoé¢ funkcji g byla rézna od zera, to jak wynika ze zwigzku (11)
dokladnie jedna z wartosci g(x) i g(1—x) bylaby ujemna. Niech x, bedzie takim
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AM  MP . BM MO punktem przedziatu <0, 1), ze g(x,) < 0. Na podstawie (6) mamy dla dowolnych n
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S i it g(nxo) = flnxg)—enxg = nf(xy)—nexy = n[f(xg) —cxg) = ng(xo).

i BM?-AC? = MQ?: AB? Zatem dla dostatecznie duzego n naturalnego bedziemy mieli g(nx,) < —e¢, co jest
Dodajge stronami te téwnodci otrzymujemy sprzeczne z (10). Funkcja g musi wigc by¢ tozsamosciowo rowna zeru, w przedziale
AMEBORE BMEACH = (MPre M%) 4B% (0, 1), a wobec okresowosci musi byé ona toZzsamosciowo rowna zeru w calym
2 poniewaz MP14MQ?! = PQ? = CM?2, wigc przedziale <0, +w) Oznacza to (por_ (9))‘ ze
otrzymujemy stqd zgdany réwnodé

(12) f(x) = ex dla wszystkich x €0, 0).

Tym samym wyznaczyli§my funkcje f, a wigc rozwiazaliémy réwnanie (4).

Mozemy obecnie rozwigzac¢ réownania (2) i (3). Ustalajgc na chwile w (2) zmienng b
i piszgc f(x) = P(x, b) widzimy, ze funkcja f spelnia réwnanie (4). Musi by¢ zatem
postaci (12), gdzie wspélczynnik ¢ moze jednak zaleze¢ od ustalonej chwilowo
wartosci zmiennej b:

(13) P(a, b) = c(b)a.

Jezeli teraz podstawimy wzor (13) do réwnania (3) i przyjmiemy, ze @ = 1, to
otrzymamy c¢(b, +b;) = e(b,)+c(b;), co oznacza, ze funkcja ¢ réwniez speinia
réwnanie (4). (Nie jest istotne czy zmienne niezalezne oznaczymy przez X, y, czy
przez by, b,). Musi by¢ zatem ¢(b) = cb, gdzie wspdlezynnik ¢ jest juz teraz staly.
Podstawiajac znaleziong postaé¢ funkcji ¢ do wzoru (13) otrzymamy

(14) P(a,b) = cab.

Co robi we wzorze (14) wspolczynnik ¢? Jest on zwigzany z jednostkg pomiaru
pola. Jesli uméwimy sig, ze kwadrat o boku | ma pole jednostkowe, to wowczas
¢ = 1. Jesli jednak np. boki prostokata mierzy¢ bedziemy w metrach, pole zas$
w centymetrach kwadratowych, to ¢ = 10 000. Tak wigc nasze rozumowanie dalo
nam na pole prostokata wzér (14), ogélniejszy, niz klasyczny wzér P = ab, bo
uwzgledniajacy jednostki pomiaru.

Zarazem otrzymalismy odpowiedZ na pytania postawione na poczatku artykutu.
O ile przyjmiemy postulaty A, B, C, to wzor (14) jest jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata. Przyjecie tych postulatéw, aczkolwiek dobrze umotywowane
intuicja geometrycznag, zalezy jednak od naszej woli.

Wrdémy teraz znow do rownania (4), ale zalézmy tym razem, Ze funkcja niewiadoma

Sjest typu fi(— o0, +0) = (— o0, + ). Mozemy wowczas polozyé w (4) y = —x
ibiorgc pod uwage zwigzek (5) otrzymamy
(15) A—x) = —f(x),

co oznacza, ze f jest funkc_;q meparzysta; Poniewaz przy wyprowadzaniu zwigzku
('.-’) nie korzystaliSmy z nieujemnodci ani x, ani f, wiec zwiazek ten jest stuszny

i w obecnym przypadku, a z (15) wynika, Ze (7) zachodzi dla wszystkich x
rzeczywistych i r wymiernych. Dalszego rozumowania, prowadzacego do wzoru
(12), nie da si¢ jednak powtdrzy¢, gdyz korzystato ono w bardzo istotny sposéb

z zaloZenia o nieujemnosci funkcji /. JezZeli zalozymy dodatkowo, ze f jest funkcja
ciggla lub monotoniczng, to ze wzoru (8) (waznego teraz dla dowolnych
wymiernych r) wyniknie wzér (12) (wazny dla dowolnych rzeczywistych x). Jesli
Jjednak nie zalozymy o funkcji nic wigcej ponadto, ze spelnia ona réwnanie (4),

to czy moze mie¢ ona inng postaé niz (12)?
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Pytanie to nurtowato matematykow przez wiele lat, a odpowiedz
okazala si¢ zupelnie nieoczekiwana: zalezy ona od tego, jaka matematyke

przyjetego uktadu aksjomatéw. Tak, jak mozemy mieé rézne geometrie
(geometria euklidesowa i rézne geometrie nieeuklidesowe), tak tez moZemy mie¢
rézne matematyki. Jezeli do ukladu aksjomatéw, na ktérych oprzemy nasza
matematyke, wiagczymy tzw. pewnik wyboru, to — jak pokazat w 1905 roku
matematyk niemiecki G. Hamel — réwnanie (4) ma réwniez rozwiazania nie
wyrazajgce si¢ wzorem (12). Istnieja jednak matematyki, w ktorych funkcje (12)
sa jedynymi rozwiazaniami réwnania (4).

Rozwigzania réwnania (4), rézne od funkcji (12), s bardzo nieregularne i maja
bardzo osobliwe wlasnosci. Nie sa one ograniczone ani z géry, ani z dotu na Zadnym
przedziale, ich wykresy sa geste na plaszczyZznie i nie dadza sie one zapisaé
efektywnym wzorem. W dalszym ciagu nie bedziemy si¢ nimi zajmowali.

Jak widzieliémy, w klasie funkcji ciagtych jedynymi funkcjami, ktére maja wlasnosé
(4), sa funkcje liniowe jednorodne (12); sa one przez te wiasnos¢ (tzw. addytywno$c)
jednoznacznie scharakteryzowane. Kazda wlasno§¢ wyrazona przez réwnanie

funkcyjne charakteryzuje pewne funkcje (mianowicie — rozwiazania tego réwnania).

Np. funkcje logarytmiczne,
L(x) = log,x, spelniaja wazng zaleznosé¢
(16) L(xy) = L(x)+L(y)-

Inaczej méwigc, zamieniaja one mnozenie na dodawanie, co ma ogromne znaczenie
praktyczne. Czy istnieja jeszcze inne funkcje o tej wlasnosci?

Zwiazek (16) mozna traktowaé jako réwnanie funkcyjne na funkcje L:(0, + o) —
— (—o0, +o0). Dokonajmy zmiany zmiennych kiadac f(x) = L(e*). Wowczas
S(x+y) = L(e**?) = L(e*¢’) = L(e)+L(e’) = f(x)+f(»), tj. funkcja

fi(—o, +©) = (—o0, + 00) spetnia réwnanie Cauchy’ego (4). Jezeli funkcja L jest
ciggla lub monotoniczna, to funkcja f réwniez jest ciggla lub monotoniczna i, jak
widzieliSmy, musi by¢ postaci f(x) = ex. Wracajac do starych zmiennych, otrzymamy
stad L(x) = log,x, gdzie a = e'/*. Tak wiec funkcje logarytmiczne sa jedynymi
funkcjami o wlasnosci (16), jesli ograniczymy sie do klasy funkcji ciagtych lub

klasy funkcji monotonicznych. Jezeli jednak dopuscimy funkcje analogiczne do
hamelowskich rozwiazan réwnania Cauchy’ego, to w matematyce opartej na
pewniku wyboru istnieja jeszcze inne funkcje spelniajace zwiazek (16), ale ze
wzgledu na swoje osobliwe wlasnosci nie maja one znaczenia praktycznego.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z funkcja wykladnicza

A(x) = a*.
Wzor a**¥ = a*a’, ktéremu odpowiada réwnanie
(17) A(x+y) = A(X)AW),

okazuje si¢ charakterystyczna wilasnos$cig tych funkcji. Wzdér (17) uogélnia znana
wlasnos$¢ poteg o wyktadnikach naturalnych. Jesli chcemy zdefiniowaé potege

dla dowolnych wyktadnikow rzeczywistych tak, aby zachowana byta wiasnosé¢ (17)
i aby warto$¢ potegi zmieniafa si¢ monotonicznie ze zmiang wyktadnika, mozemy
to zrobi¢ w jeden tylko sposéb. (Sprawdzenie tego pozostawiam Czytelnikowi).

Funkcje trygonometryczne
S(x) = sinex oraz C(x) = coscx
(gdzie ¢ jest dowolnie ustalona stala) spelniaja zwiazki

(18) S(x+y) = S(x)C(»)+C(x)S(»),
(19) Clx+y) = C(x)C(»)—S(x)S(y),
(20) S(x—y) = S(X)C(»)—C(x)S(»),
(21) C(x—y) = C(x)C(Y)+S(x)S»).

Zadne z powyzszych réwnan nie charakteryzuje funkcji S i C w klasie funkcji
cigglych. Najblizsze tego jest réwnanie (21); poza funkcjami trygonometrycznymi
jedynymi funkcjami ciggtymi, ktdre spetniaja to réwnanie, sa funkcje state C(x) = ¢
i S(x) = 4/ e(1—c). Tak wigc réwnanie (21) charakteryzuje funkcje S(x) = sinex
i C(x) = coscx w klasie funkgji ciaglych i niestatych. (Zwréémy tu uwage na
interesujacy fakt, ze jedno réwnanie pozwala wyznaczyé dwie funkcje niewiadome!)
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Zadne z pozostatych réwnar — (18), (19), (20) nie ma tej wlasnosci. Np.
rozwigzaniem réwnania (20) jest tez para funkcji

SE) = 5 [ e, C() = +[e* e,

(tzw. sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny), jak réwniez para funkcji liniowych
S(x) = gx, C(x)=1+px,

gdzie p i g sa zupelnie dowolnymi statymi.
Nawet dwa réwnania (18) i (19) razem nie charakteryzuja funkcji
trygonometrycznych. Ich rozwigzanie w klasie funkcji ciggltych ma postaé

S(x) = e sinex, C(x) = e coscx,

gdzie stale a i ¢ moga by¢ dowolne. Funkcje trygonometryczne otrzymamy,
przyjmujac warto$é parametru a jako zero.

Oczywiscie istnieje duZo innych réwnan funkcyjnych, postacia i wlasno$ciami
nieraz bardzo réZniacych si¢ od podanych tutaj przykladéw. Niektére typy réwnan
funkcyjnych, jak np. réwnania rézniczkowe czy catkowe, wyodrebnily sie dzis

w osobne dyscypliny matematyczne. Obecnie pod nazwa ,,réwnania funkcyjne’
rozumie si¢ takie réwnania funkcyjne, w ktérych nie wystepuja pochodne ani
calki. Nawet po tym ograniczeniu, bogactwo i rozmaitos¢ réznych rodzajow

i typéw réwnan funkcyjnych sa ogromne. Jesli dodamy ponadto, Ze réwnania
funkcyjne pojawiaja si¢ w niemal wszystkich dziedzinach matematyki, stanie sie
jasne, Ze stanowig one fascynujacy przedmiot badan naukowych. Wéréd pionieréw
tych badan znajduja si¢ ré6wniez najwybitniejsi matematycy polscy, jak

Waclaw Sierpinski czy Stefan Banach. A dzisiaj w badaniach nad réwnaniami
funkcyjnymi matematycy polscy odgrywaja czolowa rolg na §wiecie.

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 109. Na plaszczyZnie dany jest zbiér n punktéw (n = 2), przy czym odlegloéé dowolnych
dwoch punktéw tego zbioru jest nie wigksza od 1. Udowodnié, ze zbi6r ten Jjest zawarty w pewnym
kwadracie o boku dlugosci 1.

Rozwigzanie na str. 10

M 110. Udowodni¢, ze jezeli n jest liczba naturalna, to

1 1 1 1
3—2+?2-+ +m-l—)2 < =
Rozwiazanie na str. 5
M 111. Udowodni¢, ze jezeli M jest punktem wewnetrznym przeciwprostokatnej 4B trojkata
prostokatnego ABC, to
AM? - BC*+ BM?- AC* = CM?*- AB*,
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr hab. Andrzej SZYMACHA

F37. Na plytke plaskoréwnolegla, ktorej wspélczynnik zalamania n zmienia si¢ wedlug wzoru
Ng = 1 ,2

x - x
7 T 13 [em]

pada w punkcie A(0, 0), prostopadle do plytki, promien $wiatla. Promien opuszcza plytke

w punkcie B(/, ) pod katem « = 30° (patrz rysunek). Wyznaczy¢ grubo$é plytki 4 oraz
odleglos¢ / punktu B od osi y. Po jakim torze porusza si¢ promief wewnatrz plytki?
Rozwigzanie na str. 11
(zadanie z VII Migdzynarodowej Olimpiady Fizycznej, autor dr hab. A. Szymacha)
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