
Zasada minimum brzmi nastepujaco:
W kazdym niepustym zbiorze zlozonym z liczb
naturalnych istnieje liczba najmniejsza.
Analogiczne zdanie dla zbiorów liczb
calkowitych, wymiernych lub rzeczywistych
jest falszywe.

Zapis a Ib czytamy .,a jest dzielnikiem bU,

"a dzieli b", "b jest podzielne przez aU. Omacza
on, ze istn'ieje taka liczba calkowita c, ze
b = ae.

--
Rozwiaumie zadaniaM 101.

Mamy tozsamosci:
(a+b+e)' = a'+b'+e'+2(ab+be+ea),
(ab+be+ea)' = a'b'+b'e'+e'a'+
+ 2(ab'e+ be'a+ea'b) = a'b'+b'e'+e'a'+
+ 2abe(a+b+ c).

Jezeli a + b + c = O, to z tozsamosci tych wynika,
ze

(I) a'+b'+e' = -2(ab+be+ea),
(2) (ab+be+ ea)' = a'b' +b'e' + e'a'.
Podnoszac obie strony równosci (I) do
kwadratu i uwzgledniajac równosc (2)
otrzymujemy
(3) (a1+b'+e')' = 4(ab+be+ea)l =
= 4(a'b' +b'e' + e'a').
Z drugiej strony
(4) (a'+b'+e')' = a'+b'+e4+
+ 2(a'b' + b'e' + c'a').
Z (3) i (4) otrzymujemy
a' +b4 +c'+2(a'b' + b'e' +e'a') =
= 4(a'b' +b'e' + e'a'),
stad
(5) a' + b4 +c' ~ 2(a'b' + b'e' + e'a').
Z równosci (3) i (5) natychmiast wynika teza.

Liczby pierwsze

Mgr Andrzej MAKOWSKI
Niewiele zwrotów, które stworzyli matematycy, by opisywac fakty matematyczne, zadomowilo
sie w jezyku potocznym. Jednym z nich jest "rozlozyc na czynniki pierwsze". Popularnosc swoja
zawdziecza on byc moze temu, ze stykamy sie z nim wszyscy, bowiem wystepuje w programie
nauczania w klasie piatej. Fakt ten ma równiez pewne ujemne (kolejny zwrot matematyczny!)
strony, np. te, ze nie poznajemy zadnych dowodów twierdzen mówiacych o liczbach pierwszych.
W tym artykule postaramy sie wykazac kilka elementarnych twierdzen o liczbach pierwszych.
Najpierw sformulujemy definicje liczby pierwszej - musimy wszak wiedziec, czym bedziemy sie
zajmowac.

Definicja. Liczbe naturalna p nazywamy pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona wieksza od 1
i jedynymi jej dzielnikami sa liczby 1 ip.
(Niektórzy Czytelnicy moga sie dziwic, po co zadamy, by liczba pierwsza byla wieksza od 1 ;
czasami w szkole nie zwracano na to uwagi. Gdyby zaliczyc liczbe 1 do liczb pierwszych, wtedy
twierdzenie 4 tego artykulu byloby falszywe, bowiem nawet liczba czynników w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczby np. 6 nie bylaby okreslona: 6= 2· 3 = 1· 2· 3= l· 2·1·3 = .... )
Zachodzi pozornie oczywiste

Twierdzenie l. Kazda liczba naturalna wieksza od 1 ma co najmniej jeden dzielnik bedacy liczba
pierwsza·

Dowód. Niech An bedzie zbiorem wszystkich wiekszych od 1 dzielników liczbyn. Niech n bedzie
liczba wieksza od 1. WówczasA. jest zbiorem nie pustym, gdyzn E A•. Na mocy zasady minimum
wnioskujemy, ze wA. istnieje liczba najmniejsza, nazwijmy jadn. Wykazemy, zednjest liczba
pierwsza· Z definicji zbioruA. mamy, zed.ln i d. > 1.

Jezeli kld., to takze kin (dlaczego?) orazk ~ d., czyli liczba k bylaby dzielnikiem liczbyn nie
wiekszym oddn, a wiec, jezeli k E An, to k = dn (bo w An nie ma liczb mniejszych odd.); jezeli
zas k ~ A., to k = 1 (bo jedynym dzielnikiem liczbyn nie nalezacym doAn jest 1).
Wykazalismy wiec, zed. > 1 i jedynymi dzielnikami liczbyd. sa l i d., czyli d. jest liczba
pierwsza, a poniewazd.ln, wiec zakonczylismy dowód twierdzenia 1. Zauwazmy, ze wykazalismy
takze

Twierdzenie2. Najmniejszy wiekszy od 1 dzielnik liczby naturalnej wiekszej od 1 jest liczba
pierwsza·

Fakt opisany twierdzeniem 2 wykorzystywalismy wielokrotnie w szkole, gdy trzeba bylo rozlozyc
liczbe naturalna na czynniki pierwsze: dzielilismy ja przez najmniejsza (wieksza od 1) liczbe,
przez która dala sie podzielic.

Teraz udowodnimy, ze sprawdzona na wielu przykladach (chocby przez nas samych) mozliwosc
rozlozenia liczby naturalnej na czynniki pierwsze, tzn. mozliwosc przedstawienia jej w postaci
PIPz ... p" gdzie wszystkie liczbyPl sa pierwsze, jest faktem ogólnie prawdziwym.

Twierdzenie3. Kazda liczba naturalna wieksza od 1 jest iloczynem skonczonej liczbyr
(byc moze jednej) liczb pierwszych.
Dowód. Zastosujemy tutaj pewna wersje zasady indukcji matematycznej.
Liczba 2 jest, oczywiscie, takim iloczynem(r = 1). Zalózmy, ze kazda liczba naturalna wieksza
od l i mniejsza odn jest iloczynem liczb pierwszych. Rozróznimy teraz dwa przypadki:
a) n jest liczba pierwsza. Wówczasn jest iloczynem liczb pierwszych(r = 1).
b) n nie jest liczba pierwsza, ma wiec dzielnika spelniajacy warunki l< a < n. Istnieje wiec
liczba b, spelniajaca nierównosc 1< b < n oraz równoscn = ab.

- Liczby a i b, na mocy zalozenia, sa iloczynami liczb pierwszych, a wiec in jest takim iloczynem.
Wylania sie teraz pytanie: czy jest mozliwe, by dwie osoby, nie popelniajac bledu w obliczeniach,
znalazly rózne rozklady tej samej liczby naturalnej na czynniki pierwsze?
Aby odpowiedziec na to pytanie nalezy sprecyzowac, co to sarózne rozklady. Sprawe te
rozstrzyga nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie4. Jezeli n jest dowolna liczba naturalna wieksza od l in = PtPz ... Pr = qt qz ... q.

oraz wszystkie liczbyP/, qJ sa pierwsze, tor = s i mozna tak przestawic czynniki drugiego
rozkladu (qJ), ze Pl = ql dla i = 1,2, ... ,r.
Dowód. PrzYPuSCmy, ze istnieja liczby naturalne wieksze od l, majace dwa rózne rozklady na
czynniki pierwsze, tzn. takie, zen = PtPz ... Pr = qt qz .. , q. (P/, qJ-liczby pierwsze) i ciag
qt, q" ... , q. nie jest permutacja ciaguPlo Pz, ... ,Pr. Niech N bedzie najmniejsza sposród tych
liczb (znowu stosujemy zasade minimum).
Jest wiec

N = PtPz ... Pr = qtqz ... q ••

Zauwazmy, ze kazda liczbaPl jest rózna od kazdej liczbyq}, gdyby bowiem dla jakichs liczb
N

k i l bylo qk = PI, to liczba - bylaby liczba majaca dwa rózne rozklady i przy tym mniejsza
PI

od N, co przeczy definicji liczbyN.
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Mozemy wiec zaloZyc, zePl < qt. Rozpatrzmy liczbe

A = N-Ptq2 ... q•.

Z jednej strony mamy

(I) A =PtP1 ·.. Pr-Plq1 ... q. =Pt(P2 ···Pr-Q1'" a.),

a wiecptlA, z drugiej zas

(2)

A jest zatem liczba naturalna mniejsza odN i wieksza od l (bo podzielna przez Pt), nie ma wiec
ona dwóch róznych rozkladów. W jednym jej rozkladzie, który otrzymalibysmy rozloZyWSZYliczbe
w nawiasie we wzorze (I), wystapi Iiczbapt. musialaby wiec ona wystapic i w rozkladzie, który
otrzymaloby sie rozloZyWSZYwe wzorze (2) liczbe at - Pl . Liczby a1, ... , a. sa pierwsze i, jak
stwierdzilismy, sa rózne odPl, a wiec liczbaPl musialaby byc dzielnikiem liczby al -Pl, a wiec
i liczby pierwszej ql, co jest sprzeczne z tym, ze ql jest liczba pierwsza wieksza odPl,

Zalozenie, ze istnieja liczby naturalne wieksze od l, majace dwa rozklady na czynniki pierwsze,
doprowadzilo nas do sprzecznosci, udowodnilismy wiec twierdzenie 4.

Najwieksza znana obecnie liczba pierwsza jest
liczba 21•m _l. Kazdemu chyba nasuwalo sie pytanie, ile jest liczb pierwszych. Odpowiedz, ze nieskonczenie

wiele, wynika z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 5. Dla kazdej liczby naturalnejn istnieje liczba pierwsza wieksza odn.

Dowód. Na podstawie twierdzenia 2 naj mniejszy, wiekszy od l dzielnik liczbyn! + l jest liczba
pierwsza·
Oznaczamy ja literap. Gdyby bylo P ~ n, to pln!, a poniewazpln!+ 1, wiec takzepll, co jest
niemozliwe. Musi wiec bycP > n.

Twierdzenie 5 mozna udowodnic wieloma innymi sposobami. Oto dwa z nich.

1. Niech F. = 22n + 1 (jest to tzw. n-ta liczba Fermata). Zachodzi latwa do udowodnienia przez
indukcje tozsamosc

FoFl ... F.-l +2 = F•.

Wynika z niej, ze jezelik < n. to Fk i F. sa wzglednie pierwsze, czyli nie maja wspólnego
dzielnika wiekszego od 1:
Niech bowiem d bedzie wspólnym dzielnikiem liczbF~i F•. Z podanej tozsamosci wynika, ze
wówczas dIF.-FoFl ... F.-l = 2, a poniewaz d, jako dzielnik liczby nieparzystejF., jest liczba
nieparzysta i jedynym dzielnikiem nieparzystym liczby 2 jest 1, wiecd = f.
Kazda z liczbFo, FI> ... ma, na mocy twierdzenia 1, czynnik pierwszy, zadne dwie nie maja, jak
wykazalismy, wspólnego czynnika pierwszego,. a wiec czynników pierwszych liczb Fermata jest
nieskonczenie wiele (mozna wykazac. ze liczb pierwszych nie bedacych dzielnikami liczb Fermata
tez jest nieskonczenie wiele, takimi sa np. liczby pierwsze postaci 4k + 3).

ROZWiazaniezadania M 108.

Wiadomo. ze kazda liczbe naluralnam mozemy
zapisac w jeden tylko sposób w ukladzie
dwójkowym:

m = 2a+2b+2c+ .
(O .;; a < b < c < ).
Kazda liczbe naluralnak mozna tezw jeden

tylko sposób zapisac w postacik = 2P .m.
gdzie m jest liczba nieparzysta.
Zauwazmy teraz, ze kazdemu rozkladowi liczby
n na sume skladników niepanystych

n = ml'l+m,' 3+m, '5+ ... =
= (26t +2bl + ). 1+(2a1 +2b2+ ... ). 3+

+(2a,+i,+ )'5+ ...

(tzn. rm.kladowi. w którymmI skladników jest

równych l. m, równych 3 itd .• "" = 261+

+2b1 + ...• O.;; al < bl < ...) mozna
przYPorLadkowac rozklad liczbyn na rózne
skladniki:

n=2al.l+2bl·I+ ... +2a1.3+

+2b,·3+ ... +2a'·5+2b'·5 .•....
iprzyporzadkowanie to jest wzajemnie

jednoznaczne.

Liczba n ma wiec jednakowa lic,-be rozkladów
kazdego z omawianych typów.
Zadanie to jest, przynajmniej p07.ornie.
podobne do zadania M 66 (Dolta10/1975)

II. Przypuscmy, ze liczb pierwszych jest tylko skonczona ilosc:Pl, P" ... ,Pr. Rozpatrzmy
iloczyn

Lewa strona tej równosci jest oczywiscie liczba wymierna. Po prawej stronie mamy iloczyn
skonczonej liczby czynników, z których kazdy jest szeregiem nieskonczonym. Czytelnicy, którzy
nie znaja teorii szeregów, niech uwierza, ze wolno w tym przypadku mnoZyc te szeregi "wyraz
po wyrazie" i ustawic otrzymane iloczyny w dowolnym porzadku. Iloczyn ten bedzie wiec równy
sumie wszystkich (nieskonczenie wielu) iloczynów

(o:. ~ O). Kazda liczba naturalna bedac iloczynem liczb pierwszych (twierdzenie 3) jest
mianownikiem jakiegos skladnika. Wsród skladników wystapia wiec wszystkie wyrazy tzw.

szeregu harmonicznego (tj.f ~-),o którym wiadomo, ze jest ro~biezny.n=1

Otrzymujemy wiec sprzecznoSC: liczba wymierna równa jest 00. Zalozenie, ze liczb pierwszych
jest ilosc skonczona, doprowadzilo nas do sprzecznosci.
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