Zasada minimum brzmi nastepujaco:

W kazdym niepustym zbiorze zlozonym z liczb
turalnych istnieje liczba j

Analogiczne zdanie dla zbioréw liczb

calkowitych, wymiernych lub rzeczywistych

jest falszywe,

Zapis a|b czytamy ,,0 jest dzielnikiem b",

il dzieli b", b jest podzielne przez a”’. Oznacza
on, ke istnicje taka liczba calkowita ¢, Ze

b = ae.
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Rozwigzanic zadania M 107,

Mamy loZzamosci:

(at+b+c) = a*+ b+ c* + 2ab+ be+ca),
(ab + bc + va)? ath? + bic?
k2(abie+ beta+ ca?b) = @b + b2 4 cla? +
+ 2abe(a+ b+c).

Jezelia4+ b+

+ ola? 4

= ), to z tozsamosci tych wynika,
c

(1) a*+b*+c?
(2) (ab+ be+ ca)?

Podnoszac obie strony rdwnosci (1) do

- 2{ab 4 be + ca),

ath® +bc 4+ ¢¥a?,

kwadratu i uwzgledniajge réownosé (2)

olezymujemy

(3) (> + b2+ e3)?
(albr 4 bicd

Z drugiej strony

(4) (ot

b 2(atb* + bict

4(ab+ be+ ca)?

+c3a)

[ ) at + bt ot 4

cig¥)

Z (3) i (4) otreymujerny

at +bd et +
a2l + bic?

stipd

(5) a*+b*+c* 2(a?b? + b2+ clal?),

2aib? + bict + c?at) =

t ¢2a?),

Z rdwnosci (3) i (5) natychmiast wynika teza

Liczby pierwsze

Mgr Andrzej MAKOWSKI

Niewiele zwrotow, ktore stworzyli matematycy, by opisywaé fakty matematyczne, zadomowilo
si¢ W jezyku potocznym. Jednym z nich jest ,,rozlozyé na czynniki pierwsze”. Popularno$é swoja
zawdzigeza on by¢ moze temu, Ze stykamy sig z nim wszyscy, bowiem wystepuje w programie
nauczania w klasie pigtej. Fakt ten ma réwniez pewne ujemne (kolejny zwrot matematyczny!)
strony, np. tg, Ze nie poznajemy zadnych dowodow twierdzen méwiacych o liczbach pierwszych.
W tym artykule postaramy sig¢ wykaza¢ kilka elementarnych twierdzen o liczbach pierwszych.
Najpierw sformutujemy definicje liczby pierwszej — musimy wszak wiedzie¢, czym bedziemy sie
zajmowac.

Definicja. Liczbg naturalng p nazywamy pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona wieksza od 1
i jedynymi jej dzielnikami sg liczby 1 i p.

(Niektorzy Czytelnicy moga si¢ dziwié, po co zadamy, by liczba pierwsza byla wicksza od 1;
czasami w szkole nie zwracano na to uwagi. Gdyby zaliczy¢ liczbe 1 do liczb pierwszych, wtedy
twierdzenie 4 tego artykulu byloby falszywe, bowiem nawet liczba czynnikéw w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczby np. 6 nie bylaby okreslona: 6 =2-3=1:2-3=1:2-1-3=,,.))
Zachodzi pozornie oczywiste

Twierdzenie 1. Kazda liczba naturalna wigksza od 1 ma co najmniej jeden dzielnik bedacy liczba
pierwsza.

Dow6d. Niech A4, bedzie zbiorem wszystkich wigkszych od 1 dzielnikéw liczby #. Niech n bedzie
liczba wigksza od 1. Wowczas A, jest zbiorem niepustym, gdyz n € 4,., Na mocy zasady minimum
wnioskujemy, ze w A, istnieje liczba najmniejsza, nazwijmy ja d,. Wykazemy, ze d, jest liczba
pierwsza. Z definicji zbioru 4, mamy, ze dylnid, > 1.

Jezeli k|d,, to takZe k(n (dlaczego?) oraz k < d,, czyli liczba k bylaby dzielnikiem liczby n nie
wigkszym od 4, a wigc, jeZeli k € 4, to k = d, (bo w A, nie ma liczb mniejszych od d,); jezeli
za$ k ¢ Ay, to k = 1 (bo jedynym dzielnikiem liczby n nie nalezacym do A, jest 1).
Wykazalismy wigc, Zze d, > 1 i jedynymi dzielnikami liczby d, sa 1 i d,, czyli d, jest liczba
pierwsza, a poniewaz d,|n, wigc zakonczyliémy dowod twierdzenia 1. Zauwazmy, ze wykazaliémy
takze

Twierdzenie 2. Najmniejszy wiekszy od 1 dzielnik liczby naturalnej wigkszej od 1 jest liczba
pierwsza. .

Fakt opisany twierdzeniem 2 wykorzystywaliémy wielokrotnie w szkole, gdy trzeba bylo rozlozyé
liczb¢ naturalng na czynniki pierwsze: dzieliliémy ja przez najmniejsza (wicksza od 1) liczbe,
przez ktora dala si¢ podzielié.

Teraz udowodnimy, ze sprawdzona na wielu przykladach (choéby przez nas samych) mozliwo$é
rozlozenia liczby naturalnej na czynniki pierwsze, tzn. mozliwo$é przedstawienia jej w postaci
PiPz ... pr, gdzie wszystkie liczby p; sa pierwsze, jest faktem ogolnie prawdziwym.

Twierdzenie 3. Kazda liczba naturalna wigksza od 1 jest iloczynem skoficzone;j liczby »

(by¢ moze jednej) liczb pierwszych.

Dowod. Zastosujemy tutaj pewng wersje zasady indukcji matematyczne;j.

Liczba 2 jest, oczywiscie, takim iloczynem (r = 1), Zalézmy, Ze kazda liczba naturalna wicksza
od I i mniejsza od = jest iloczynem liczb pierwszych. Rozroéznimy teraz dwa przypadki:

a) n jest liczba pierwsza. Wowczas n jest iloczynem liczb pierwszych (r = 1).

b) n nie jest liczbg pierwsza, ma wigc dzielnik a spetniajacy warunki 1 < a < . Istnieje wiec
liczba b, spelniajaca nierébwnosé¢ | < b < n oraz rowno$é n = ab.

" Liczby a i b, na mocy zalozenia, sg iloczynami liczb pierwszych, a wiec i » jest takim iloczynem.

Woylania sig teraz pytanie: czy jest mozliwe, by dwie osoby, nie popetniajac bledu w obliczeniach,
znalazly réine rozklady tej samej liczby naturalnej na czynniki pierwsze?

Aby odpowiedziec na to pytanie nalezy sprecyzowaé, co to sg rdzne rozklady. Sprawe te
rozstrzyga nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Jezeli n jest dowolna liczba naturalng wicksza od 1in = pyp. ... pr = 142 ... Gs
oraz wszystkie liczby p;, g, sa pierwsze, to r = s i mozna tak przestawi¢ czynniki drugiego
rozkladu (¢), Ze py = qdlai = 1,2, ...,r.

Dowod. Przypu$émy, ze istnieja liczby naturalne wigksze od 1, majace dwa rozne rozklady na
czynniki pierwsze, tzn. takie, Ze n = p,p; ... pr = 4142 ... gs (P1, g; — liczby pierwsze) i ciag
41, 42, -.., gs Nie jest permutacja ciagu py, pa, ..., p.. Niech N bedzie najmniejsza sposrod tych
liczb (znowu stosujemy zasade minimum).

Jest wigc

N=pip:...pr =102 ... gs.
Zauwazmy, e kazda liczba p; jest rozna od kazdej liczby ¢,, gdyby bowiem dla jakich§ liczb

N . -
k il bylo gx = p:, to liczba — bylaby liczba majaca dwa réine rozklady i przy tym mniejsza
rJl

od N, co przeczy definicji liczby N.
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Najwigksza znang obecnie liczby pierwszg jest
liczba 2199371,

Rozwiazanie zadania M 108,

Wiadomo, 2e kazdy liczbe naturalng m motemy
zapisa¢ w jeden tylko sposdb w ukladzie
dwijkowym:

m = 2“-2-3“ L2

(0<a<b<e<..)

Kaida liczbe naturalna k& moina tet w jeden
tylko sposdb zapisaé w postaci k = 2P. ,
gdzie m jest liczbg nieparzysta.

Zauwazmy teraz, 2e kaidemu rozkladowi liczby
n na sume skladnikdw nieparzystych

n=my-l4+my-3+my 5+

@%42P4 )1 ® 42824 )34
+2%3+2835 -84
(tzn. rozkladowi, w ktdrym m; skiladnikéw jest
townych 1, my rownych 3 itd., s = 2004
+ lh[-'- ,0<a; < b < ) moina
przyporsiydkowaé rozkiad liczby n na rézne
skladniki:
PR W TS, . U5 ITTE L 35 1Y

b
+273. 5425354

przyporzadkowanie (o jest wzajemmie
Jednoznaczne
Liczba n ma wige jednakown liczbe rozkladow
kazdego z omawianych typdw.

1o jest

= do zadania M 66 (Deita 10/1975)

Mozemy wiec zalozy¢, 7e p; < g;. Rozpatrzmy liczbe
A=N-pq.. 4.
Z jednej strony mamy

(1) A=pip: .. Pr—P192 - s = p1(P2 ... Pr—42 ... qs),
a wiec py|A, z drugiej zas

2 A=q¢:... ;= Piq2 ... @ = (@1 —P1) G2 ... Gs.

A jest zatem liczba naturalna mniejsza od N i wigksza od 1 (bo podzielng przez p,), nie ma wigc
ona dwoch roznych rozktadow. W jednym jej rozkladzie, ktory otrzymalibySmy rozlozywszy liczbe
w nawiasie we wzorze (1), wystapi liczba p,, musialaby wiec ona wystapi¢ i w rozkladzie, ktory
otrzymatoby si¢ rozlozywszy we wzorze (2) liczbe ¢, —p, . Liczby g,, ..., g, s3 pierwsze i, jak
stwierdziliémy, sg rozne od p,, a wiec liczba p, musialaby by¢ dzielnikiem liczby ¢, — p;, a wiec

i liczby pierwszej g,, co jest sprzeczne z tym, Ze q, jest liczba pierwsza wigkszg od p,.

Zalozenie, Ze istniejg liczby naturalne wieksze od 1, majace dwa rozklady na czynniki pierwsze,
doprowadzilo nas do sprzecznosci, udowodnilismy wiec twierdzenie 4.

Kazdemu chyba nasuwatlo si¢ pytanie, ile jest liczb pierwszych. Odpowiedz, Ze nieskoriczenie
wiele, wynika z nastgpujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 5. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba pierwsza wigksza od n.

Dowod. Na podstawie twierdzenia 2 najmniejszy, wigkszy od 1 dzielnik liczby n!+ 1 jest liczba
pierwsza.

Oznaczamy jq litera p. Gdyby bylo p < n, to p|n!, a poniewaz pjn!+1, wigc takie p|I, co jest
niemozliwe. Musi wigc byé p > n.

Twierdzenie 5 mozna udowodni¢ wieloma innymi sposobami. Oto dwa z nich.

I. Niech F, = 23" +1 (jest to tzw. n-ta liczba Fermata). Zachodzi latwa do udowodnienia przez
indukcje tozsamosé

FuF; aan F.._;+2 = F--

Wynika z niej, ze jezeli k < n, to F, i F, sa wzglednie pierwsze, czyli nie maja wspolnego
dzielnika wigkszego od 1:

Niech bowiem d bedzie wspolnym dzielnikiem liczb F; i F,. Z podanej tozsamosci wynika, ze
wowczas d|Fyo— Fo Fy ... Fay = 2, a poniewaz d, jako dzielnik liczby nieparzystej F,, jest liczba
nieparzysta i jedynym dzielnikiem nieparzystym liczby 2 jest I, wigc d = 1.

Kazda z liczb F,, F,, ... ma, na mocy twierdzenia I, czynnik pierwszy, zadne dwie nie maja, jak
wykazali$my, wspolnego czynnika pierwszego, a wigc czynnikow pierwszych liczb Fermata jest
nieskoniczenie wiele (moZna wykazaé, Ze liczb pierwszych nie bgdacych dzielnikami liczb Fermata
tez jest nieskonczenie wiele, takimi sg np. liczby pierwsze postaci 4k +3).

11. Przypusémy, Ze liczb pierwszych jest tylko skoficzona ilos¢: p,, p:, ..., pr. Rozpatrzmy
iloczyn

r

[[0-2T ~[ s

1= =

Lewa strona tej rownosci jest oczywiscie liczba wymierna. Po prawej stronie mamy iloczyn
skonczonej liczby czynnikow, z ktérych kazdy jest szeregiem nieskoriczonym. Czytelnicy, ktorzy
nie znaja teorii szeregdw, niech uwierza, ze wolno w tym przypadku mnozy¢ te szeregi ,,wyraz
po wyrazie” i ustawié otrzymane iloczyny w dowolnym porzadku. Tloczyn ten bedzie wige rowny
sumie wszystkich (nieskonczenie wielu) iloczynow

PR O

(ot; = 0). Kazda liczba naturalna bedac iloczynem liczb pierwszych (twierdzenie 3) jest
mianownikiem jakiego$ skladnika. Wérdd skladnikow wystapig wiec wszystkie wyrazy tzw.

od f
. 1 - T L
szeregu harmonicznego (tj. Z — |, o ktorym wiadomo, Ze jest rozbiezny.
n

Otrzymujemy wigc sprzeczno$c: liczba wymierna rowna jest co. Zalozenie, Ze liczb pierwszych
jest ilos¢ skonficzona, doprowadzilo nas do sprzecznosci.
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