Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego. Jesli & jest gladka powierzchnig zamknigtg, n(x, y, z)

n wektorem jednostkowym zewnetrznie prostopadlym do tej powierzchni w punkcie (x, y, z),
¥" — bryla, ktdrej brzegiem jest & (rys. 5) i wreszcie W = (P, Q, R) polem wektorowym na
¥ takim, ze funkcje P, Q, R s3 rézniczkowalne, to

£J'W-3d9=fjf(§:+.%%+%)dv=flfdider.

Innymi slowy, wartosé calki po ¥ pewnej funkcji zaleznej od pochodnych W (dywergencji
tego pola) wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci pola W na brzegu & bryly ¥7.
Zaskakujgce?

Rys. §

Twierdzenie Stokesa. Niech .7 bedzie gladka krzywa zamknigta o ustalonej orientacji
(kierunku obiegu) ograniczajacq powierzchnie & 'w przestrzeni trojwymiarowej (rys. 6),

a W= (P,Q, R) polem wektorowym okreslonym na & takim, ze funkcje P, O, R s3
rézniczkowalne, Niech n(x, v, z) bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do &

w punkcie (x, ¥, z) o zwrocie wybranym tak, ze dla obserwatora siedzgcego na jego korncu
krzywa -2 obiegana jest w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.
Niech wreszcie p(1) = (x(1), »(t), 2(1)), t € <a, b}, bgdzie rOwnaniem parametrycznym
krzywej & (wtedy wektor p’(1) = [x'(2), ¥'(t), 2’ (#)] jest styczny do krzywej £ w punkcie
(x, ¥, z) = p(1)). Przy tych zalozeniach
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A wigc — wartosé calki po powierzchni % z pewnej funkgji zaleznej od pochodnych W
(tzn. z iloczynu skalarnego rotacji W i wektora m) wyznaczona jest jednoznacznie przez
wartoséci pola W na brzegu powierzchni & (tj. na krzywej -#'). Dziwne?

I trzecie twierdzenie. Jesli punkty a, b sa koficami odcinka .#, na ktérym okreslona jest
rozniczkowalna funkcja F, to

F(b)-F(a) = [ F'(1)dr.
-

A wigc warto$¢ calki po krzywej J z pewnej funkcji zaleznej od F (to jest z jej pochodnej)
wyznaczona jest jednoznacznie przez wartoéci funkcji F na brzegu (to jest na koncach) tej krzywej.
Dziwne? Nie bardzo. Jest to dobrze znany wzor na obliczanie calki oznaczonej.

Dwa poprzednie wzory nie sa dziwniejsze od tego. Jedynie — znacznie bardziej
skomplikowane.

m Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 35, Przypuéémy, ze mamy dwie takie same rolki obracajace si¢ w przeciwnych

kierunkach (ku sobie) ze stalg predkoscia katowa £2 i polozona na nich deskg drewniang

o cigzarze P, Deska lezy poziomo, a obracajace sie rolki §lizgaja si¢ pod nia. Wspolczynnik tarcia
dynamicznego rolek o deske wynosi f. W chwili poczgtkowej deska zostala umieszczona na
rolkach w ten sposob, ze jej srodek cigzkosci znalazl sig na prawo od punktu lezacego w polowie
odleglosci miedzy osiami rolek.

Opiszcie ruch deski.

Rozwigzania szukajcie na str. 2

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 103. Ile jest na szachownicy n x n réznych kwadratéw zlozonych z (calych) pol
szachownicy? (Dwa kwadraty uwazamy za rozne, gdy zbiory pol wehodzacych w ich
sklad sg roZne.)
W. Mnich.
Rozwiazanie na str. 5
M 104. Rozwigzaé rownanie cos™ x—sin® x = 1, gdzie n jest liczbg naturalng.
Rozwiazanie na str, 17
M 105. Udowodnié, ze dla n = 3 zachodzi nierdwnosé
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Rozwigzanie na str. 15
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