
f(x)·-------

Miedzy gradientem, rotacja i dywergencja zachodzi szereg zwiazków. Wymienie tylko te
dwa sposród nich, które wydaja mi sie najwazniejsze:
a) div(rotA) = O.

b) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby pole wektoroweA bylo potencjalne,
jest warunek rotA = O

Z kazdego z nich wynika natychmiast równosc, która umiescilem w tytule

div[rot(gradp)] == O.

Rózne calki - podobne wlasnosci

Rozwazmy zadanie:

Dany jest odcinek <a, b> na osi X. Z kazdego punktux tego odcinka wystawiamy
prostopadle w góre odcinek odlugoscif(x) ~ O. Obliczyc pole S powstajacej w ten sposób
figury plaskiej (o funkcjif(x) zakladamy, ze jest "porzadna", np. ciagla).

Jak wiemy, rozwiazaniem tego zadania jestcalka (pojedyncza)funkcji fpo odcinku
<a, b> (zob. rys. l):

a

k~••. I

x b x

b

S= f f(x)dx = f f(x)dx.
(a.b) a

Co wiecej, historycznie rzecz biorac, calka oznaczona zostala wprowadzona wlasnie po to,
by byla ona rozwiazaniem naszego zadania. Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona
istnieje) podany jest na rys. 2 (dodajemy pola malych prostokatów). Jak wiemy, mozna
równiez obliczac calki z funkcji nie tylko dodatnich.
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Rozwazmy teraz zadanie analogiczne (rys. 3):

Dany jest obszar plaskii:l' w plaszczyznie XY. Z kazdego punktu (x, y) tego obszaru
wystawiamy prostopadle "w góre" odcinek odlugoscif(x, y)~ O. Obliczyc objetoscB
powstajacej w ten sposób bryly (o funkcjif(x, y) i tu zakladamy, ze jest "porzadna",

x np. ciagla).

Rozwiazanie t~go zadania nazywa siecalka podwójnafunkcjif(x, y) po obszarze i:l' :

B ~ f f f(x, y) dx dy = f f f(x, y)di:l'.f? f?

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) podany jest na rys. 4 (dodajemy
objetosci malych prostopadloscianów). Okazuje sie, ze mozna zdefiniowac nieco ogólniej
calke podwójna, tak aby miala ona sens dla funkcji nie tylko dodatnich.

W podobny sposób mozna wprowadzic calke potrójna. Formulujemy mianowicie zadanie:

t(xy)

Dany jest w przestrzeniXYZ obszar trójwymiarowy (bryla) 1/. Z kazdego punktu(x, y, z)
wystawiamy "w czwarty wymiar" prostopadle w kierunku dodatniego zwrotu czwartej osi
odcinek o dlugoscif(x, y, z) ~ O (o funkcjiJ(x, y, z) zakladamy, ze jest np. ciagla).

y Obliczyc "objetosc czterowymiarowa" U powstajacej w ten sposób bryly czterowymiarowej.

Rozwiazaniem tego zadania jestcalka potrójna z funkcjif(x, y, z)po bryle 1/:

Rv",. J

R)'<. 4

p (X,y)

x

y

x

, U = f f f f(x, y, z)dxdydz = f f f f(x, y, z)d1/.
"f" "f"

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) jest analogiczny do poprzednich:
dzielimy 1/ na male kostki, objetosc kostki mnozymy przez wartosc funkcjif w lewym-dolnym-
przednim rogu kostki (bedzie to objetosc "prostopadloscianu czterowymiarowego")
i wszystkie te iloczyny dodajemy. Trudno sobie wyobrazic sens geometryczny tej calki,
ma ona jednak proste ilustracje fizyczne. Np. jesli 1/ jest geometrycznie cialem
o niejednorodnej gestoscif(x, y, z), to dla obliczenia masy tego ciala nalezy obliczyc calke
z gestosci po bryle 1/. (Innymi slowy - gestosc "odkladamy" w czwartym wymiarze,
nadajac obliczaniu masy interpretacje geometryczna). Przyblizony sposób obliczania calki
odpowiada tu skorzystaniu z faktu, ze w bardzo malych obszarach ge';tosc mozna uznac
za praktycznie stala.

UznajmY'wiec, ze wiemy juz, co to sa calki: podwójna i potrójna. Przyjmijmy tez, ze "definicje"
calek: krzywoliniowej i powierzchniowej podane na marginesie artykulu div[rot(gradp)]== O

tez w wystarczajacym stopniu uruchomily nasza intuicje. Mozemy teraz sformulowac trzy
interesujace twierdzenia.
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Rys. S

v

Twierdzenie Gaussa-Osfrogradzkiego. JeSli.'7' jest gladka powierzchnia zamknieta,n(x, y, z)

wektorem jednostkowym zewnetrznie prostopadlym do tej powierzchni w punkcie(x, y, z),

f/" - bryla, której brzegiem jest .'7' (rys. 5) i wreszcieW = (P, Q, R) polem wektorowym na
"f/" takim, ze funkcje P, Q, R sa rózniczkowalne, to

lfW·nd.'7'= fff(:: +~;-+~:)d"f/"=fffdivWd"f/".J ~ ~

Innymi slowy, wartosc calki po"f/" pewnej funkcji zaleznej od pochodnychW (dywergencji
tego pola) wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci polaW na brzegu .'7' bryly"f/".

Zaskakujace?

Rys. 6

L

pll}~
p'( l}

Twierdzenie Sfokesa. Niech 2 bedzie gladka krzywa zamknieta o ustalonej orientacji
(kierunku obiegu) ograniczajaca powierzchnie .'7'·w przestrzeni trójwymiarowej (rys. 6),
a W = (P, Q, R) polem wektorowym okreslonym na.'7' takim, ze funkcjeP, Q, R sa
rózniczkowalne. Niechn(x, y, z) bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do.'7'
w punkcie (x, y, z) o zwrocie wybranym tak, ze dla obserwatora siedzacego na jego koncu
krzywa .2 obiegana jest w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazówek zegara.
Niech wreszciep(f) = (X(f), Y(f), z(t», f E (a, h), bedzie równaniem parametrycznym
krzywej 2 (wtedy wektor p'(f) = [X'(f), Y'(f), z'(t)] jest styczny do krzywej.2 w punkcie
(x, y, z) = p(t». Przy tych zalozeniach

f W' p' dl = ff n . [(~~. - _og_), (-~P- !~-),(!.Q - !!...)]d.'7' '= ff n . rot Wd.'7' .
co oY oz oz oY OX oy co(a,b) J J

A wiec - wartosc calki po powierzchni .'7' z pewnej funkcji zaleznej od pochodnychW
(tzn. z iloczynu skalarnego rotacjiW i wektora n) wyznaczona jest jednoznacznie przez
wartosci pola Wna brzegu powierzchni .'7' (tj. na krzywej 2). Dziwne?

I trzecie twierdzenie. Jesli punktya, b sa koncami odcinka$,na którym okreslona jest
rózniczkowalna funkcjaF, to

F(b)-F(a) = J F'(f)df.-'

A wiec wartosc calki po krzywej$ z pewnej funkcji zaleznej odF (to jest z jej pochodnej)
wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci funkcji Fna brzegu (to jest na koncach) tej krzywej.
Dziwne? Nie bardzo. Jest to dobrze znany wzór na obliczanie calki oznaczonej.

Dwa poprzednie wzory nie sa dziwniejsze od tego. Jedynie - znacznie bardziej
skomplikowane.

__ Zadania
Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

W. Mnich.

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 103. Ile jest na szachownicyli x n róznych kwadratów zlozonych z (calych) pól

szachownicy? (Dwa kwadraty uwazamy za rózne, gdy zbiory pól wchodzacych w ich
sklad sa rózne.)

1 1 1 l+-- > -+--+ ...+-.
n-l n n+1 n2

11+-+
2

Rozwiazanie na str. 1S

Rozwiazanie na str. S
M 104. Rozwiazac równanie cos"x- sin" x = 1, gdzie njest liczba naturalna.
Rozwiazanie na str. 17

M 105. Udowodnic, ze dla11 ;;. 3 zachodzi nierównosc

F 35. Przypuscmy, ze mamy dwie takie same rolki obrac.ajace sie w przeciwnych
kierunkach (ku sobie) ze stala predkoscia katowaD i polozona na nich deske drewniana
o ciezarzeP. Deska lezy poziomo, a obracajace sie rolki slizgaja sie pod nia. Wspólczynnik tarcia
dynamicznego rolek o deske wynosif W chwili poczatkowej deska zostala umieszczona na
rolkach w ten sposób, ze jej srodek ciezkosci znalazl sie na prawo od punktu lezacego w polowie
odleglosci miedzy osiami rolek.
Opiszcie ruch deski.
Rozwiazania szukajcie na str. 2
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