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Miegdzy gradientem, rotacja i dywergencja zachodzi szereg zwiazkéw. Wymienie tylko te
dwa sposréd nich, ktore wydaja mi sig najwazniejsze:

a) div(rot4) = 0.

b) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby pole wektorowe A4 bylo potencjalne,
jest warunek rotd = 0

Z kazdego z nich wynika natychmiast réwnos¢, ktora umiescilem w tytule

div[rot(grad¢)] = 0.

Rézne catki— podobne wiasnosci

Rozwazmy zadanie:

Dany jest odcinek <a, b na osi X. Z kazdego punkiu x tego odcinka wystawiamy
prostopadle w gore odcinek o diugosci f(x) = 0. Obliczy¢ pole S powstajacej w ten sposob
figury plaskiej (o funkcji f(x) zakladamy, ze jest ,,porzadna”, np. ciagla).

Jak wiemy, rozwigzaniem tego zadania jest calka (pojedyncza) funkcji £ po odcinku
<a, b) (zob. rys. 1):

b
S = _[ flx)dx = J’f(x)dx.

Co wiecej, historycznie rzecz biorac, calka oznaczona zostala wprowadzona wiasnie po to,

by byla ona rozwiazaniem naszego zadania. Przyblizony sposob obliczania tej calki (o ile ona
istnieje) podany jest na rys. 2 (dodajemy pola matych prostokatdow). Jak wiemy, mozna
rowniez obliczac calki z funkcji nie tylko dodatnich.

Rozwazmy teraz zadanie analogiczne (rys. 3):

Dany jest obszar plaski # w plaszczyinie XY. Z kazdego punktu (x, ¥) tego obszaru
wystawiamy prostopadle ,,w gore” odcinek o dlugosci f(x, y) = 0. Obliczy¢ objetosc B
powstajacej w ten sposob bryly (o funkgji f(x, y) i tu zakladamy, ze jest ,,porzadna’,
np. ciagla).

Rozwigzanie tego zadania nazywa si¢ calkq podwdjng funkcji f(x, ¥) po obszarze 2 :
df
B = [[fx,ndxdy = [[f(x,y)d2.
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Przyblizony sposéb obliczania tej calki (o ile ona istnicje) podany jest na rys. 4 (dodajemy
objetosci malych prostopadloscianow). Okazuje sig, ze mozna zdefiniowaé nieco ogodlniej
catke podwdjna, tak aby miala ona sens dla funkgji nie tylko dodatnich.

W podobny sposéb mozna wprowadzic catke potréjng. Formulujemy mianowicie zadanie:

Dany jest w przestrzeni X'YZ obszar tréjwymiarowy (bryla) ¥". Z kazdego punktu (x, v, )
wystawiamy ,,w czwarty wymiar™ prostopadle w kierunku dodatniego zwrotu czwartej osi
odcinek o dtugosci f(x, ¥, z) = 0 (o funkcjif(x, ¥, z) zakladamy, ze jest np. ciagla).
Obliczy¢ ,,objetosc czterowymiarowa” U powstajacej w ten sposob bryly czterowymiarowej.

Rozwiazaniem tego zadania jest calka potrdjna z funkcji f(x, v, z) po bryle ¥":
U= [[[fex,y,Ddxdydz = [[[ 1z, r,d".
v ¥

Przyblizony sposéb obliczania tej calki (o ile ona istnieje) jest analogiczny do poprzednich:
dzielimy ¥~ na male kostki, objetosé kostki mnozymy przez warto$é funkgji f w lewym-dolnym-
przednim rogu kostki (bedzie to objetos¢ . prostopadioscianu czterowymiarowego™)

i wszystkie te iloczyny dodajemy. Trudno sobie wyobrazié¢ sens geometryczny tej calki,

ma ona jednak proste ilustracje fizyczne. Np. jesli ¥ jest geometrycznie cialem

o nicjednorodnej gestosci f(x, y, 2), to dla obliczenia masy tego ciala nalezy obliczy¢ catke

z gestoscei po bryle ¥, (Innymi stowy — gestos¢ |,odkltadamy™ w czwartym wymiarze,

nadajac obliczaniu masy interpretacje geometryczna). Przyblizony sposéb obliczania calki
odpowiada tu skorzystaniu z faktu, ze w bardzo malych obszarach gestosé mozna uzpaé

za praktycznie stala.

Uznajmy wigc, ze wiemy juz, co to sg calki: podwdjna i potrdjna. Przyjmijmy tez, ze ,,definicje”
calek: krzywoliniowef i powierzchniowej podane na marginesie artykulu div[rot(gradg)] = 0

tez w wystarczajacym stopniu uruchomily naszg intuicjg. Mozemy teraz sformutowadé trzy
interesujgce twierdzenia.



Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego. Jesli & jest gladka powierzchnig zamknigtg, n(x, y, z)

n wektorem jednostkowym zewnetrznie prostopadlym do tej powierzchni w punkcie (x, y, z),
¥" — bryla, ktdrej brzegiem jest & (rys. 5) i wreszcie W = (P, Q, R) polem wektorowym na
¥ takim, ze funkcje P, Q, R s3 rézniczkowalne, to

£J'W-3d9=fjf(§:+.%%+%)dv=flfdider.

Innymi slowy, wartosé calki po ¥ pewnej funkcji zaleznej od pochodnych W (dywergencji
tego pola) wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci pola W na brzegu & bryly ¥7.
Zaskakujgce?

Rys. §

Twierdzenie Stokesa. Niech .7 bedzie gladka krzywa zamknigta o ustalonej orientacji
(kierunku obiegu) ograniczajacq powierzchnie & 'w przestrzeni trojwymiarowej (rys. 6),

a W= (P,Q, R) polem wektorowym okreslonym na & takim, ze funkcje P, O, R s3
rézniczkowalne, Niech n(x, v, z) bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do &

w punkcie (x, ¥, z) o zwrocie wybranym tak, ze dla obserwatora siedzgcego na jego korncu
krzywa -2 obiegana jest w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara.
Niech wreszcie p(1) = (x(1), »(t), 2(1)), t € <a, b}, bgdzie rOwnaniem parametrycznym
krzywej & (wtedy wektor p’(1) = [x'(2), ¥'(t), 2’ (#)] jest styczny do krzywej £ w punkcie
(x, ¥, z) = p(1)). Przy tych zalozeniach

apP P r ) apP :
Rys. 6 f W‘p'df = J’f n- ( L - __aQ_ | I‘_m iz _P’? . _E*_(z_ -— d.7 = [J‘ nrotWd>.
dy dz éz dy ax dy .

{a,b} & »

A wigc — wartosé calki po powierzchni % z pewnej funkgji zaleznej od pochodnych W
(tzn. z iloczynu skalarnego rotacji W i wektora m) wyznaczona jest jednoznacznie przez
wartoséci pola W na brzegu powierzchni & (tj. na krzywej -#'). Dziwne?

I trzecie twierdzenie. Jesli punkty a, b sa koficami odcinka .#, na ktérym okreslona jest
rozniczkowalna funkcja F, to

F(b)-F(a) = [ F'(1)dr.
-

A wigc warto$¢ calki po krzywej J z pewnej funkcji zaleznej od F (to jest z jej pochodnej)
wyznaczona jest jednoznacznie przez wartoéci funkcji F na brzegu (to jest na koncach) tej krzywej.
Dziwne? Nie bardzo. Jest to dobrze znany wzor na obliczanie calki oznaczonej.

Dwa poprzednie wzory nie sa dziwniejsze od tego. Jedynie — znacznie bardziej
skomplikowane.

m Zadania

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 35, Przypuéémy, ze mamy dwie takie same rolki obracajace si¢ w przeciwnych

kierunkach (ku sobie) ze stalg predkoscia katowa £2 i polozona na nich deskg drewniang

o cigzarze P, Deska lezy poziomo, a obracajace sie rolki §lizgaja si¢ pod nia. Wspolczynnik tarcia
dynamicznego rolek o deske wynosi f. W chwili poczgtkowej deska zostala umieszczona na
rolkach w ten sposob, ze jej srodek cigzkosci znalazl sig na prawo od punktu lezacego w polowie
odleglosci miedzy osiami rolek.

Opiszcie ruch deski.

Rozwigzania szukajcie na str. 2

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 103. Ile jest na szachownicy n x n réznych kwadratéw zlozonych z (calych) pol
szachownicy? (Dwa kwadraty uwazamy za rozne, gdy zbiory pol wehodzacych w ich
sklad sg roZne.)
W. Mnich.
Rozwiazanie na str. 5
M 104. Rozwigzaé rownanie cos™ x—sin® x = 1, gdzie n jest liczbg naturalng.
Rozwiazanie na str, 17
M 105. Udowodnié, ze dla n = 3 zachodzi nierdwnosé
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Rozwigzanie na str. 15
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