Jak pies gonil zajaca

Rachunek wariacyjny (klasyczny) obejmuje
metody szukania najwigkszych

i najmniejszych wartosci funkcjonalow

tj. funkeji, w ktérych role zmiennej
niezaleinej spelniaja krzywe albo funkcje.
Zaczal sig rozwijaé w 1696 roku, w ktoérym
Jean Bernoulli opublikowal list z zadaniem
(sformulowanym obok) o linii najkrétszego
spadku, tzw. brachistochronie.

W mechanice obok mechaniki analitycznej
wyrdZniamy mechanike ciala sztywnego
badajaca rozklady naprezen i odkurczen,
mechanik¢ plynéw, zajmujgea sie
cisnieniem, przeplywami i oplywami cial,
mechanike gruntdw, ktdra bada cechy
fizyczne gruntu i jego zachowanie sig
pod wplywem obcigZen itd,

W Uniwersytecie Warszawskim na
Wydziale M yki i Mechaniki
istnieje jedyny w Polsce uniwersytecki
kicrunek studiéw poswigcony mechanice.
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Cickawosé jest ta cechg cziowieka, kt6ra spowodowala, chyba w najwigkszym stopniu, 7e nauka
postawila i rozwigzala tak duzo juz problemoéw. Ciekawosé Newtona — dlaczego jablko spada
z drzewa? — doprowadzila do powstania, a nastepnie burzliwego rozwoju mechaniki klasycznej,
ciekawos¢ Bernoulliego — jak zjechaé (np. na nartach) po zboczu gory, by znalezé sie najszybciej
w ustalonym punkcie u jej podn6za? — spowodowala powstanie rachunku wariacyjnego, itd.
W tym artykule pragniemy si¢ zaja¢ pytaniami, ktére pewnie nie doprowadza do powstania zadnej
nowej teorii, ale moga si¢ okazac ciekawe. Ot0z zdarza sig, ze pies goni zajaca. Nic na to nie
poradzimy. Od nas natomiast zalezy w jakim stopniu fakt ten jest interesujacy. Interesowag si¢
bowiem mozemy nie tylko tym, czy pies zlapie zajaca, ale i czasem, w ktorym poscig sie uda,
warunkami na to, by poscig si¢ nie udal, itd.
Odpowiedzi na te pytania poszukiwaé bgdziemy w mechanice. Dla wielu ludzi mechanika
kojarzy si¢ z walem korbowym, uszczelka w kranie, czy tez napisami na szyldach ,,mechanika
pojazdowa”, ,,mechanika precyzyjna”. Ta mechanika, o ktérej tu mowa, jest krotko mowigc
naukg o ruchu i réwnowadze cial materialnych. W otaczajacym nas $wiecie wyrézniamy rozne
obiekty: wodg, kamien, jabtko, Ziemig. Obok réznych swoich cech majg one te, ze zajmujg
(wypelniajg soba) miejsce w przestrzeni. Wiemy, ze wypelnianie to r6znie wyglada i zalezy od
sposobu patrzenia: jesli patrzymy golym okiem, jest ciagle (bez dziur), jesli spojrzymy przez
mikroskop moze by¢ nieciagle (np. w kamieniu pojawia si¢ otwory), z kolei jesli popatrzy sie
na nie z dostatecznie duzej odlegtodci obiekty zmaleja i moga by¢ utozsamiane z punktami.
Mechanike badajaca ruch i rownowagg punktéw nazywa si¢ mechanikg analityczna (teoretyczng).
Tak wigc w mechanice analitycznej realnym obiektom materialnym przyporzadkowujemy punkty
lub uklady punktéw.
W ten spos6b postapimy w naszym przypadku: uciekajacego zajgca i gonigcego go psa
utozsamimy z dwoma punktami w przestrzeni kartezjanskiej R*. Ruch tych punktéw opisywaé
bedziemy zaleznosciami wspolrzednych polozenia od czasu x = x(1), ¥ = y(1), z = z(1). Zgodnie
z definicja, predkoscia poruszajacego sie punktu nazywaé bedziemy wektor (% x %‘:i, _i[i_)
o skltadowych réwnych pochodnym wspétrzednych polozenia wzgledem czasu. Diugosé wektora
predkosci nazywaé bgdziemy szybkoscig. Po tych uwagach przejdZmy do rozwiazania problemu
pogoni. Dla uproszczenia zagadnienia zaloZzymy, Ze teren, po ktérym biegnie pies i zajac jest
plaski, szybkos¢ psa i zajgca jest stala oraz ze predkoéé zajaca ma staly kierunek. Problem
pogoni mozna wiec teraz sformulowaé w nastepujacy sposéb: wyznaczyé tor (krzywa) punktu A
poruszajacego si¢ w plaszczyznie (x, y) z predkoscia » = (1—:, Lcjl)r_,)' |v| = const., stale
skierowana ku punktowi B poruszajacemu si¢ w tej plaszczyZnie ze stala predkoscia w; u = const.
Staly wektor predkosci # = const wyznacza na plaszczyZnie pewien kierunek, ktéry bedzie
zgodny z kierunkiem osi x. Punkt B (punkt uciekajacy) porusza sie wiec po tej osi. O§ y
poprowadzimy tak, by przechodzila przez pewien punkt 4o, w ktérym predkosé punktu A
(punktu gonigcego) byla prostopadta do osi (rysunek obok). Ustalmy ponadto, Ze czas zaczynamy
liczy¢ od chwili, gdy punkt A znajdowal si¢ w polozeniu 4.
Rozpatrzmy najpierw przypadek, kiedy zwrot osi x jest zgodny ze zwrotem wektora u.
Dzielac droge punktu A4 réwna AqA = s oraz droge punktu B rowna OB przez odpowiednie
szybkosci otrzymujemy ten sam czas 7:
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W ostatniej roOwnosci napisaliémy znak minus, gdyz zwrot & jest przeciwny do zwrotu osi y
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Rozwigranie zadania M 105, Dowbd
przeprowadrimy metods indukcji
matematycznej.

Dla n = 3 dana nieréwnoéé preyimuje
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(skorzystalidmy z nieréwnodci (*)).

Tak wigc na mocy zasady indukcji
matematycznej dana nieréwnosé jest
prawdziwa dla kaidej liczby naturalnej
n= 3. Latwo sprawdzié, ze dla n = 2 jest
ona falszywa.
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Krzywa pogoni — krzywa, po ktorej porusza si¢ punkt 4 — opisana jest zwigzkami x = x(1)
oraz y = y(t). Nie jest to jedyny sposob jej przedstawienia. Wyliczajac np. z rownania _
v = p(1) czas i podstawiajac do zwiazku x = x(r) otrzymujemy zaleznosé x = x(1(y)) = x(»).
W dalszym ciggu wsp6lrzedna x bedziemy tak wiasnie rozumieé: jako funkcje y.
Zrozniczkujmy obie strony (4) wzgledem y:

g d*x ds
—_ = E——1.
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Poniewaz ds* = dx?+dy?, wiec — = — 'l/ 14 |—] (bierzemy znak minus, gdyz
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Calkujac rébwnanie (6) mamy
(7) elny+e = ln(p+]/l—+';§).
dx ) S
Niech OAdy = a, wtedy dlay = a, p = e = 0. Wynika to stad, ze o§ x byla poprowadzona
Ly

jako styczna do krzywej x = x(y) w punkcie 4,. Uwzgledniajac ten warunek, z réwnania (7)
otrzymujemy ¢ = —elna. Podstawiajac wyliczona stala ¢ do rownania (7) mamy

® ({-) = p+ V1572

Przeprowadzone rozumowanie, w wyniku ktdrego otrzymali$my réwnanie (8), mozna
powtorzyc dla przypadku, w ktérym zwrot osi x jest przeciwny do zwrotu wektora w.
Otrzymamy wtedy (dowdd jest analogiczny) rownanie:
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Odejmujac i dodajac kolejno stronami réwnania (8) i (9) i uwzgledniajac, ze p = d_y otrzymamy
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Pierwsze rownanie po scalkowaniu daje nam réwnanie toru
1€ yl-e

2x+ey = - da e#1,
AT =0
(10) 2
2x+¢c; = — —alny dla e=1.
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Stale ¢, i ¢, wylicza sie wykorzystujac (10) i uwzgledniajac warunek: x = 0 gdy y = a.
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Po prostych rachunkach otrzymuje sie zwigzki: ¢, = — -ﬁ—s 7 C2= = alna.
Roéwnanie drugie pozwala wyliczy¢ odleglo$é miedzy punktami 4, B, mamy bowiem
l/ dx\? ” AB? y CB? H_(dx)‘
= 4 1 A 7 —— = —_—= _—

(11) AB = + +(dy) ¥, gdyz — =3 +—c &
Podstawiajac (10); do (11) otrzymujemy ostatecznie:
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Analizujac réwnanie (12) toru poscigu mozna wykazaé, ze dla € > 1 (tj. w przypadku,

gdy szybkos¢ punktu uciekajacego jest wigksza od szybkosci punktu goniacego) odleglo$é AB
rosnie nieograniczenie, gdy y dazy do zera. Dla & = 1 (szybkosci sa réowne) odleglosé ta
dazy do a*/2. W tych dwu przypadkach o$ x jest asymptota toru i punkty si¢ nigdy nie
spotkaja. Jesli natomiast € < 1, tor poscigu przecina oé x w punkcie (xo, 0), gdzie x,
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(wzor (10)) rowna sie: xp = ?[ e + I - prrr _-:) .

Znajac wspolrzedna punktu spotkania x, mozna wyliczyé (wzér (11)) czas potrzebny do
zakonczenia poscigu: t = ABu = x,ju.

Otrzymane odpowiedzi rozwigzuja problem poscigu zajaca.

Zastosowany tutaj jezyk matematyki (oprocz precyzji sformulowania zadania) pozwala
wykorzysta¢ wyniki do innych ale podobnych zagadnien.
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