div[rot(grad )]=0 Mgr Marian GRUDNICKI

Zagadnienia wywodzace sig z nauk przyrodniczych i wehodzace w zakres badad matematykow
charakteryzujg sig tym, Ze przestajg by¢ jasne intuicyjnie, ale zyskuja na przejrzystosci
matematycznej. Wynika to z wprowadzenia do$¢ duzego stopnia abstrakcji, pozwalajacej na
Sciste i poprawne formulowanie waznych definicji i dalsze badania za pomoca aparatu
matematycznego. Taka sytuacja jest np. w geometrii, ktora wywodzac si¢ z czysto praktycznej
wiedzy, stata si¢ obecnie dyscypling zupelnie niezalezna od praktyki.
W mechanice klasycznej zwiazki ze $wiatem ,,rzeczywistym’ sg nieco silniejsze, ale obecnie
nalezy jg rowniez traktowac jako dzial matematyki, a nie fizyki. Na bazie modelu f izycznego
zostala tu bowiem stworzona teoria matematyczna i przy jej rozwijaniu mozna obejsé sie
bez odwolywania si¢ do intuicji fizycznej. Jednakze czasem znajomosé interpretacji pewnych
pojegc jest niezwykle cenna. Dlatego tez cheiatbym przypomnieé sens fizyczny niektérych
definicji, wystgpujacych w teorii pola.
Polem w mechanice nazywamy funkcje @: 2 — Y, gdzie 2 jest pewnym zbiorem punktow
przestrzeni (lub plaszezyzny), natomiast ¥ moze byé zbiorem liczb rzeczywistych lub zbiorem
! 5 wektorow. W zaleznosci od Y otrzymujemy pole skalarne lub pole wektorowe. Tak wiec pole
obicktow, np, tensoréw, ale nie bedziemy ) ) o v T i
S5e:4u it IAIHOWEE (b (anBorech — skalarne jest funkcja, ktéra punktom przyporzadkowuje liczby, a pole wektorowe — funkcjg
w prayszlym roku). przyporzadkowujgeg punktom wektory. Jezeli w przestrzeni (na plaszczyZnie) wprowadzony
i i e i i ko jest uklad -.vs?-jlru.;dnych. t'? ka}idemu Punktowi mozna prz:trporzadkt‘}waé upormdkowa.m}
Deiposidkowiny pis ot Tat aacrsilan trojke (parg) liczb 1 pole staje si¢ funkcjg trzech (dwoch) zmiennych liczbowych. Jednakze
w tym wlasnie punkcie. przy przechodzeniu do innego ukladu wspoélrzednych funkcja ta ulega zmianie. Zeby
podkreéliZ, Ze pole nie zalezy od wprowadzonego ukladu wsp6trzednych zachowuje si¢ nazwe
,»-pole’ zamiast funkeji. Przykladem pola skalarnego moze byé pole temperatury atmosfery,
pole gestodei masy jakicgo$ ciala, pole wysokosci nad poziom morza itd. Przykladem pola
wektorowego moze byé pole predkosci cieczy w kanale, pole sily ciezkosci itd.

Y moze byé zbiorem innych jeszcze

Dla ulatwienia opisu wprowadZmy i ustalmy pewien prostokatny uklad wspélrzednych
kartezjanskich.

Niech wektor r zaczepiony w poczatku ukladu wspotrzednych i koficu w punkcie p, ma
skladowe x, y, z (na plaszczyZnie odpowiednio r = [x, y]). Poniewaz istnicje
odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy r i punktem p o wspélrzednych x, »z
(lub x, ), bede w dalszym ciagu uzywal wektora r dla okreslenia punktu p mimo, ze sa to
zupelnie inne pojecia geometryczne.

Na poczatku zajmiemy sig polem skalarnym g(p). Oznaczmy

o) E fx, v, 0 E 1r).

Pole skalarne mozna catkowicie scharakteryzowaé¢ podajac zbiér powierzchni (linii

w przypadku dwuwymiarowym), na ktérych ma ono stala wartos¢ oraz podajac warto§é
odpowiadajaca danej linii. Taki sposéb jest czgsto stosowany w przypadku dwuwymiarowym
np. przy okreslaniu poziomic na mapie.

Gradient
W celu badania pola skalarnego metodami analizy matematycznej wygodnie jest wprowadzié

pochodng kierunkowsa pola ¢. Pochodna kierunkowa pola w punkcie p i w kierunku wektora
jednostkowego I nazywamy (o ile istnieje) liczbe

. @(p)—@(p) der dp
lim - =y
h—0 h d/

gdzie h jest odlegloécia miedzy punktami p, i p oraz punkt p, lezy na pélprostej
o kierunku wektora /, wychodzacej z punktu p. Pochodna kierunkowa w mysl definicji nie zalezy
od wyboru uktadu wspotrzednych, ale mozna ja w danym uktadzie wspotrzednych zapisaé

g _ Y _ iy SRS
a7 dt _’l-oﬂ h '
Jezeli f(r+ hl) bedziemy traktowacé jako funkcj¢ zlozong zmiennej A, to
df  df(r+hh af af of [ of of of ‘
W @ =—ht—bht—hk=|-= - | edziel=[L,}, 1]
dr o x T oy e " o g Uiy )

Poniewaz lewa strona tej rownosci nie zmienia sig przy przejsciu do innego ukladu
wspOlrzednych, wigc musi zachowywac sig takze prawa strona. Zatem trojka liczb

af af &
a—f. a—f, a—i oznacza w danym ukladzie kartezjariskim sktadowe pewnego wektora
x ¥
w punkcie x, y, z. Wektor ten nazywamy gradientem pola skalarnego i oznaczamy symbolem
af of éf
gradg: grade = gradf = [—. — —|.
éx dy éz
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Latwo zauwazy¢, Zze w innym prostokatnym ukladzie wspolrzgdnych kartezjanskich,
. . é é %)

w ktorym @(p) = f,(r;) gradient ma inne skltadowe: i—, i. %
dx, oy, 0z,

sig sposo6b ich obliczania). Operacje obliczania gradientu zapisuje si¢ czasami za pomoca

d @ @
symbolu ¥/ = |—, —, —).
S % ( %' oy’ o )

Pochodng funkcji mozna interpretowa¢ jako szybkos§¢ zmiany tej funkcji, np. pochodna

drogi wzgledem czasu jest szybkoscia zmiany drogi tzn. zwykly predkoscia. Zatem pochodna

kierunkowa w punkcie p oznacza szybkos$¢ zmiany pola w tym punkcie w kierunku

(tzn. nie zmienia

di
wektora I. Ze wzoru % = [I. grad ¢ oraz definicji iloczynu skalarnego wektorow

lgradp = |I| |gradp|cosa = |gradg|cosa

(2 jest katem migdzy wektorem /i grad ¢, pionowe kreski oznaczajg dlugosci wektorow i [f] = 1)
wynika, Zze gradient pola skalarnego wyznacza kierunek najszybszej zmiany pola w danym
punkcie, a jego dlugos¢ okresla szybkos¢ tej zmiany.

Zauwazy¢ nalezy jeszcze, ze jezeli wektor I lezy w plaszczyZnie stycznej do powierzchni

d
@ = const, to % = 0, co oznacza, ze gradient jest wektorem prostopadiym do [, a wige do

tej powierzchni. Jezeli powierzchpie (lub linie) jednakowej wartosci pola zageszczaja si¢

w poblizu jakiegod punktu, to w tym punkcie warto$¢ gradientu jest wigksza niz w punkcie,
w poblizu ktérego powierzchnie (linie) sa w wiekszej odleglosci (rysunek obok).

Jak widzimy pole skalarne wyznacza pewne pole wektorowe (pole gradientu) dosé

dokiadnie je charakteryzujace.

Pole wektorowe A, ktére mozna traktowacé jako pole gradientu pewnego pola skalarnego @,
nosi nazwg pola potencjalnego, za$ pole ¢ nazywamy wtedy potencjalem pola A.
Przykladem pola potencjalnego moze byé pole sily grawitacyjnej. Potencjal w tym przypadku
nazywa si¢ energig potencjalna masy jednostkowe;j.

Dywergencja

Majac pole wektorowe 4 mozna zwigzaé z nim pole skalarne, stanowiace pewng
charakterystyke danego pola wektorowego. Przykladem takiego pola jest dywergencja.
Zacznijmy od przykitadu fizycznego. W pewnym obszarze dany jest stacjonarny przeplyw
cieczy niecisliwe]j (gesto$é g jest stata). Predkosé w kazdym punkcie tej cieczy okresla
pewne pole wektorowe V. Jezeli w tym polu umiescimy powierzchnig S, to mozemy badaé
ilos¢ m = oQ cieczy przez nig przeplywajacej. Jezeli mozna powierzchnie podzieli¢ na k
elementow o polach §;,i = 1, 2, ..., k, na ktérych V,; (sktadowa wektora ¥ w kierunku
prostopadiym do i-tego elementu) ma stalg wartosc, to objetoséc cieczy przeplywajacej
przez powierzchnie S w jednostce czasu wynosi:

f 3 k
Q= D VaSi= D (V' m)S5,

i=1 i=1
gdzie m jest wektorem jednostkowym prostopadlym do i-tego elementu powierzchni.

W ogélnym przypadku zamiast sumy naleZy stosowaé calke powierzchniowa Q = f V- ndS,
Nie podajemy tu fcislej definicii calki

powierzchniowej. Przyblizona wartos¢ takiej gdzie m jest wektorem normalnym do powierzchni, tzn. wektorem jednostkowym prostopadiym
calki—o ile calka ta istnicje —mozna do niej. W zwiazku z wystepowaniem w powyzszych wzorach wektora normalnego do

znaleZé wpisujac w powierzchnie § . hni, naléy jedn . bi ¢ Lt Kt DI h celé

Wialodlin 6 bisthio msiyeh powierSiiaN powierzchni, n_ CZ)'F j,c . oznacznie wybierac zwrot tego we ora. s.lnaszyc cc .w

$cian, zakladajgc, Ze funkcja podcalkowa wystarczy powiedzie¢, ze bedzie to normalna zewngtrzna, gdyz bedziemy rozwazaé tylko

jest stala na kazdej ze scian, a nastepnie powierzchnie zamkniete.

obliczajac wiclkodé O zdefiniowang
poprzednim wzorem. (Warto przy tym

rauwazyé, ze y 1dS jest wobec tego J‘J..A - ndS.
&

polem powierzchni 5°.)

Strumieniem pola wektorowego A przez powierzchnig S nazywamy calke powierzchniowa

W przypadku pola predkosci cieczy niescisliwej jest to, jak juz zauwazyli§my, objetosé
zajmowana przez ciecz przeplywajaca przez powierzchnig w jednostce czasu.

Niech & bedzie ustalong powierzchnia zamknigta, p — ustalonym punktem wewnatrz .
Przez & oznaczymy powierzchni¢ jednokladna z & wzgledem p taka, ze bryla ograniczona
przez % ma objgtos¢ . Mozemy wtedy badaé istnienie granicy

® umiff.d-uds.

Gdy T — 0, cala bryla $ciaga si¢ do punktu p. Jezeli dla dowolnej powierzchni % granica (*)
istnieje i jest taka sama dla wszystkich &, to granica ta okresla w punkcie p wartosé
pewnego pola skalarnego.
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Rozwigzanie zadania M 103. Obliczmy, ile
jest réinych kwadratéow k x k. Aby
uzyskanie odpowiedzi na (o pytanie
uczynié bardziej pogladowym przyimijmy
v il

B G e

X x x k3 X x
x x x X X x

Dowolny kwadrat 4 x 4 otrzymamy
prresuwajgc kwadrat narysowany tak, aby
wierzcholek D znalazl sig w jednym
z punktéw narnaczonych krzyiykiem.
Punktéw tych jest 6%,
Ogdlnie kwadratdéw k x k na szachownicy
nxn jest (n—k+ 1), Wazystkich kwadratow
na szachownicy jest wiee

n

3 (n—k+ 1P =n (=P 4. 12 =
k=1

- %.(..n)mn).

O ig réwnosé ina fatwo udowodnié
przez indukejg.

Nie podajemy tu scisle) definicii cnlki
kreywaliniowe). Przyblitony wartosé takie)
calki ile Istnicje — moizna obliczyé
WAL UiGE Krzywsh przez wpisang w nig
lamans, zlotong z bardzo krétkich
odeinkow, a funkcjs podeakows — funkesy,
ktdrn nu katdym z tych odeinkdw jost
stath § male réini sie od funkcji
podcalkowe) (Wyrazenie

| 1dL jest wobee
»

tego dlugodcig kraywe) ')

%" oznacza iloczyn wekterowy: jesli

w przestrzent trojwymiarowej dane sg

wektory e i b, to ax b jest takim wektorem,
ktéry (1) jest prostopadly do a i do b;

(2) ma dlugoié réwng polu réwnolegloboku
rozpigtego na « i b; (3) ma taki zwrot,

te troika a, b, a = b zorientowana jest
dodatnio.

Np. [1, 0, 0]= [0, 1, 0] = [0, O, 1] ale

{0, 1, 0}= (1, 0, 0] - [0, 0, ~1],

Pole to nazywamy dywergencjq pola wektorowego A:

(divA)(p) = lim % :9[ f A nds.

Jezeli wprowadzony jest prostokatny uklad wspoirzednych kartezjanskich, to mozna
pokazaé (wykorzystujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego), ze
divd = ﬂ,-+£-¢- aR.
ax dy éz
Powr6¢my jeszeze raz do przykiadu cieczy nieScisliwej i wybierzmy jednostki tak, aby
o = 1. Wowczas strumien f V' ndS przez zamknigta powierzchnig¢ & oznacza ilo$¢ cieczy,

gdzie  A(p) = [P(p), Q(p), R(p)].

ktora powstala lub znikla w obszarze ograniczonym powierzchnia. Jezeli w obszarze tym

nie ma zrodel lub Zrédet ujemnych (upustéw) cieczy, to strumien przez taka powierzchnie

Jest zerowy. W przeciwnym przypadku daje nam wielko$¢ okre$long jako moc Zrédel (upustow).
Zatem dywergencja pola predkosci cieczy niescisliwej moze byé interpretowana jako gestosé
zrodet (upustdow) w danym punkcie. Interpretacja dywergencji innych pél wektorowych, np.

pola sily grawitacji, pola clektrostatycznego itd. wymaga szerszego zastosowania aparatu
matematycznego i dlatego nie bede jej tu przytaczal. Osoby zainteresowane odsylam do literatury
specjalistycznej np. A. H. Bopucenxo, . E. Tapanos: Bekmoprsi anaaus u wavaso
men3oprozo ucuucaenusn, B, M. Bypak, C, B, @omun: Kpamusie unmezpasst u pads.

Rotacja

Jezeli F jest stalym polem silowym a & pewnym odcinkiem réwnoleglym do F, to iloczyn
|F| -2 daje pracg sily F na drodze #. W ogélnym przypadku dla okreslenia pracy musimy
wzig¢ calke krzywoliniowa ze skladowej stycznej F; wektora F wzdluz krzywej 2.
Uogdlniajac to pojecie na przypadek dowolnego pola wektomwego wprowadzamy
definicje:

Cyrkulacjq pola wektorowego A nazywamy calke _;A,dl.. gdzie A, jest skladowa wektora 4

styczna do krzywej £, WprowadZmy prostokatny uklad wspolrzednych, w ktérym
A(p) = [P(p), Q(p), R(p)]. Dla krzywej zamknietej .# calke j[ A:dL mozna sprowadzic¢

do calki powierzchniowej (korzystajac z tw. Stokesa):

dR  aQ éP
AcdL = +|— - —|dydz+ |[— — — | dzdx
f f f ( dy ) ( ey oz dysd ( oz )
po powierzchni & ograniczonej krzywa &,
dR éQ éP GR 80 apP .
,» Wektor” o sktadowych —— — — —~ — —— w tym ukladzie

Gy oz ez  ox’ ox  dy
wspolrzednych nazywamy rotacjq (wirem) pola wektorowego A i oznaczamy symbolem rotA.
Z wlasnosci calki powierzchniowej wynika, ze prawa strona ostatniej rOwnosci jest rowna

[ ] (rot4) - ndS. Oznacza to, Ze cyrkulacja pola wektorowego 4 wzdluz krzywej zamknietej
K

jest réwna strumieniowi pola wektorowego rotA przez powierzchni¢ %. Rotacja, w odroznieniu
od poprzednich poj¢¢, zostala wprowadzona przy pomocy konkretnego ukladu wspéirzednych.
Mozna pokazad, ze jezeli ograniczymy si¢ do ukfaddéw o ustalonej orientacji, to jest ona
wielkoscig niezalezng od ukladu. JednakZe przy zmianie orientacji ukladu zmienia znak.
Rotacja pola charakteryzuje ,,skladowa obrotowa” pola wektorowego. Sens tego pojecia
wyjasnie na kilku przykladach.

1) Cialo sztywne obracajace si¢ z predkoscia katowa @ okresla pewne pole wektorowe
predkosci ¥ wzorem F = @ x r, gdzie wektor r jest ,,promieniem wodzacym™ punktu ciata.
Okreslmy prostokgtny uklad wspolrzednych, w ktorym r = [x, », z]. Po wykonaniu
obliczen okazuje sig, ze rotV = 2wm.

Zatem rotacja w tym przypadku okresla obroét ciala.

2) Ciecz porusza si¢ ze stala predkoécia, tzn. pole predkosci ¥V = [P, @, R] ma stale
skladowe. Rotacja jest w tym przypadku réwna zeru i nie wystgpuje zaden ruch obrotowy.
Ciecz porusza si¢ prostoliniowo.

3) Ciecz porusza si¢ z predkoscig ¥V = [y, 0, 0], (tzn. im dalej od plaszczyzny X, Z tym
wigksza jest predkosé cieczy); rot ¥ = [0, 0, —1]. W tym przypadku ciecz porusza si¢ takie
prostoliniowo i pozornie nie ma zadnego obrotu wbrew temu, ze rotacja, charakteryzujgca
ruch wirowy (obrotowy), jest rdzna od zera.

Przeplyw taki zawiera jednak jakby potencjalna mozliwoéé wykonywania obrotu. Jezeli

np. wstawimy do niego kolko z lopatkami tak, ze 0$ obrotu nie bgdzic prostopadia do osi Z,
to przeplyw ten zacznie to kolko obracac.
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Miegdzy gradientem, rotacja i dywergencja zachodzi szereg zwiazkéw. Wymienie tylko te
dwa sposréd nich, ktore wydaja mi sig najwazniejsze:

a) div(rot4) = 0.

b) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby pole wektorowe A4 bylo potencjalne,
jest warunek rotd = 0

Z kazdego z nich wynika natychmiast réwnos¢, ktora umiescilem w tytule

div[rot(grad¢)] = 0.

Rézne catki— podobne wiasnosci

Rozwazmy zadanie:

Dany jest odcinek <a, b na osi X. Z kazdego punkiu x tego odcinka wystawiamy
prostopadle w gore odcinek o diugosci f(x) = 0. Obliczy¢ pole S powstajacej w ten sposob
figury plaskiej (o funkcji f(x) zakladamy, ze jest ,,porzadna”, np. ciagla).

Jak wiemy, rozwigzaniem tego zadania jest calka (pojedyncza) funkcji £ po odcinku
<a, b) (zob. rys. 1):

b
S = _[ flx)dx = J’f(x)dx.

Co wiecej, historycznie rzecz biorac, calka oznaczona zostala wprowadzona wiasnie po to,

by byla ona rozwiazaniem naszego zadania. Przyblizony sposob obliczania tej calki (o ile ona
istnieje) podany jest na rys. 2 (dodajemy pola matych prostokatdow). Jak wiemy, mozna
rowniez obliczac calki z funkcji nie tylko dodatnich.

Rozwazmy teraz zadanie analogiczne (rys. 3):

Dany jest obszar plaski # w plaszczyinie XY. Z kazdego punktu (x, ¥) tego obszaru
wystawiamy prostopadle ,,w gore” odcinek o dlugosci f(x, y) = 0. Obliczy¢ objetosc B
powstajacej w ten sposob bryly (o funkgji f(x, y) i tu zakladamy, ze jest ,,porzadna’,
np. ciagla).

Rozwigzanie tego zadania nazywa si¢ calkq podwdjng funkcji f(x, ¥) po obszarze 2 :
df
B = [[fx,ndxdy = [[f(x,y)d2.
7 >

Przyblizony sposéb obliczania tej calki (o ile ona istnicje) podany jest na rys. 4 (dodajemy
objetosci malych prostopadloscianow). Okazuje sig, ze mozna zdefiniowaé nieco ogodlniej
catke podwdjna, tak aby miala ona sens dla funkgji nie tylko dodatnich.

W podobny sposéb mozna wprowadzic catke potréjng. Formulujemy mianowicie zadanie:

Dany jest w przestrzeni X'YZ obszar tréjwymiarowy (bryla) ¥". Z kazdego punktu (x, v, )
wystawiamy ,,w czwarty wymiar™ prostopadle w kierunku dodatniego zwrotu czwartej osi
odcinek o dtugosci f(x, ¥, z) = 0 (o funkcjif(x, ¥, z) zakladamy, ze jest np. ciagla).
Obliczy¢ ,,objetosc czterowymiarowa” U powstajacej w ten sposob bryly czterowymiarowej.

Rozwiazaniem tego zadania jest calka potrdjna z funkcji f(x, v, z) po bryle ¥":
U= [[[fex,y,Ddxdydz = [[[ 1z, r,d".
v ¥

Przyblizony sposéb obliczania tej calki (o ile ona istnieje) jest analogiczny do poprzednich:
dzielimy ¥~ na male kostki, objetosé kostki mnozymy przez warto$é funkgji f w lewym-dolnym-
przednim rogu kostki (bedzie to objetos¢ . prostopadioscianu czterowymiarowego™)

i wszystkie te iloczyny dodajemy. Trudno sobie wyobrazié¢ sens geometryczny tej calki,

ma ona jednak proste ilustracje fizyczne. Np. jesli ¥ jest geometrycznie cialem

o nicjednorodnej gestosci f(x, y, 2), to dla obliczenia masy tego ciala nalezy obliczy¢ catke

z gestoscei po bryle ¥, (Innymi stowy — gestos¢ |,odkltadamy™ w czwartym wymiarze,

nadajac obliczaniu masy interpretacje geometryczna). Przyblizony sposéb obliczania calki
odpowiada tu skorzystaniu z faktu, ze w bardzo malych obszarach gestosé mozna uzpaé

za praktycznie stala.

Uznajmy wigc, ze wiemy juz, co to sg calki: podwdjna i potrdjna. Przyjmijmy tez, ze ,,definicje”
calek: krzywoliniowef i powierzchniowej podane na marginesie artykulu div[rot(gradg)] = 0

tez w wystarczajacym stopniu uruchomily naszg intuicjg. Mozemy teraz sformutowadé trzy
interesujgce twierdzenia.



