ia powierzchni :
Ja POWICTZLI Dr Slawomir NOWAK

Bohaterem naszego artykulu jest pewna rodzina figur dwuwymiarowych. Przyktadami figur
dwuwymiarowych s3: domknigta tarcza kola, parasol (patrz rysunek), ksiazka z trzema kartkami
(rysunek), sfera (powierzchnia kuli trojwymiarowej) i torus (tj. podzbiér przestrzeni
trojwymiarowej otrzymany w wyniku obrotu okrggu dokola prostej nie przecinajacej go

i poloZonej w tej samej co i on plaszczyZnie).

Aby skonstruowa¢ ich modele, trzeba skleié ze sobg w odpowiedni sposdb pewna skoriczong ilo¢
mniejszych trojkatnych kawalkow kartonu i pewng ilo$é patyczkow (parasol).

Znacznie trudniej niz bohaterdéw jest opisa¢ miejsce akcji naszego artykutu. Bedzie nim Przestrzesn
(przez duze P). Trzeba bedzie sobie wyobrazi¢, ze jest w niej znacznie wigcej miejsca niz w naszej
zwyklej przestrzeni tréjwymiarowej. Jesli np. umieécimy w niej sfere dwuwymiarows, to
znajdziemy tam prostg przechodzgca przez jej $rodek i nie majgca z nia zadnych punktow
wspolnych. Jest to oczywiscie niemozliwe w przestrzeni trojwymiarowej. W podobnym sensie

w przestrzeni trojwymiarowej jest znacznie wiecej miejsca niz na plaszczyznie, na przyklad

w przestrzeni trojwymiarowej mozna znaleZ¢ (analogicznie jak poprzednio) prosta przechodzaca
przez $rodek okrggu i nie majgca z nim punktow wspolnych, co na plaszczyznie nie jest mozliwe.
Ze wzgledu na to wszystko akcje naszego artykulu trzeba bedzie umiescié w przestrzeni
czterowymiarowej.

Podkreslamy, ze do zrozumienia artykulu nie jest konieczna dokladna znajomos¢ tego, czym jest
Przestrzen, lecz trzeba bedzie przez caly czas pamigtac, Ze mozna w niej robi¢ pewne rzeczy
niewykonalne w zwyklej przestrzeni trojwymiarowe;j.

Artykul ten bedzie wigc mowil o pewnych wlasnosciach pewnej klasy figur dwuwymiarowych
polozonych w Przestrzeni. Tymi wlasno$ciami bedq niezmienniki homeomorfizmdw (wlasnosci
topologiczne).

Homeomorfizmem nazywamy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie f figury P na figurg Q
takie, ze zarowno fjak i f ="' sq ciggle. Mowimy wtedy, Ze figury P i Q sq homeomorficzne
(topologicznie rowne lub rébwnowaine). Rozciagajac zrobiony z gumy model dowolnej figury
otrzymuje sie¢ stale modele figur homeomorficznych. Homeomorfizmami sg takze przeksztalcenia
sprowadzajace si¢ do rozcinania modelu wzdluz réznych krzywych i nastgpnie po dokonaniu
roznych ,,przekrecen’™ i ruchéw, zszycia rozciecia w dokladnie taki sam sposob, jak na poczatku.
Umowmy sig jeszcze, ze dyskiem otwartym (domknigtym) bedziemy nazywali kazda figure
homeomorficzng z otwartg (domknietg) tarcza kola.

Sposréd omowionych wyzej przykladow réznych figur dwuwymiarowych na szczegdlng uwage
zasluguja torus i sfera dwuwymiarowa, Ich topologiczna budowa w poblizu kazdego punktu jest
taka sama, jak budowa plaszczyzny. Kazdy punkt nalezacy do sfery lub do torusa mozna
przykryé dyskiem otwartym polozonym calkowicie na figurze i to tak dobrze, i dokladnie, ze
wszystkie punkty polozone dostatecznie blisko niego s3 takze przykryte. Mowigc precyzyjnie,

dla kazdego punktu istnigje takie jego otoczenie, ktore jest otwartym dyskiem. Mozna teraz,
zapominajgc o naszych dwoch konkretnych przykladach, skoncentrowaé uwage tylko na wiasnosei
sformulowanej w ostatnim zdaniu i zaczaé¢ badaé figury dwuwymiarowe polozone w Przestrzeni
posiadajace t¢ wlasnie wlasnosé. Rozsadne bedzie tutaj ograniczenie si¢ do podzbiorow Przestrzeni
spelniajacych dodatkowo jeszcze pewien naturalny warunek gwarantujacy to, ze figura sklada sig
z dokladnie jednego kawalka. Nazywa si¢ on spojnoscia i mowi Ze kazde dwa punkty zbioru

daja polaczy¢ si¢ w nim drogg czyli czyms, co jest topologicznie rownowazne odcinkowi
domknigtemu.

Figury dwuwymiarowe spelniajace te wszystkie warunki (posiadanie dla kazdego punktu
otoczenia bedacego ‘otwartym dyskiem i spbjnosé) nazywamy powierzchniami zamknigtymi.
Okazuje sig, ze z punktu widzenia samej teorii powierzchni zamknietych bardzo celowe jest
badanie nieco szerszej klasy zbiorow. Chodzi o tzw. powierzchnie z brzegiem tj. domknigte

i spojne podzbiory Przestrzeni majace t¢ wlasnoéc, ze kazdy punkt ma otoczenie otwarte
topologicznie rownowazne z dyskiem otwartym lub podzbiorem pelnego kwadratu skladajacym
si¢ z wnetrza tego kwadratu i otwartego odcinka polozonego na jednym z bokéw. Powierzchniami
z brzegiem sa np. domknigta tarcza kola i domknigta tarcza kola, w ktorej wycigto skorficzong
ilo$¢ okraglych dziur. Innym przykladem powierzchni z brzegiem jest wstega Mobiusa, ktorg
otrzymuje si¢ z prostokatnego paska papieru przekrecajac go o 180° i sklejajac tak, jak na
rysunku, jego krotsze krawedzie.




PTa.szczgzna. rzutowa

Brzegiem powierzchni z brzegiem nazywamy zbiér tych wszystkich jej punktow, ktore nie maja
otoczeni homeomorficznych z otwartym dyskiem.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze brzegiem zarowno domknigtej tarczy kola, jak i wstegi Mobiusa
jest okrag (dokladniej zbiér rownowazny okregowi), a brzegiem sfery z wycigtymi & otworami
jest suma & + 1 roziacznych okregéw. Mozna tez nawet pokazac, ze brzeg dowolnej powierzchni
z brzegiem sklada sig ze skoriczonej liczby rozlacznych i spojnych , kawaltkow™, ktore sa

z topologicznego punktu widzenia okr¢gami.

Jesli w dalszym ciagu w tekscie bedzie wystgpowalo stowo ,,powierzchnia™ i nie bedzie
zaznaczone czy mamy na my$li powierzchnig zamknigta, czy tez powierzchnig z brzegiem, to
bedzie chodzito zaréwno o powierzchnie z brzegiem jak i zamknigte.

Wiadomo, ze zszywajac w odpowiedni sposéb ze sobg jednolite (bez dziur) kawatki skory
otrzymuje sig¢ pitkg futbolowa. Piltka taka jest dobrym modelem sfery. W Przestrzeni w podobny
sposOb moina otrzymaé model dowolnej powierzchni zszywajac skoriczong liczbe jednolitych
kawalkow elastycznego materiatu i to w taki sposob, ze dwa rozne kawalki sg zszywane wzdluz
tylko jednego odcinka. Rozwazmy teraz powierzchni¢ z brzegiem N wraz z wyroznionymi k
okregami O,, O0,, ..., O, wchodzacymi w sklad brzegu (nie musza to byé wszystkie okregi
wchodzace w sklad brzegu).

Przypusémy takze, ze mamy dane k powierzchni z brzegiem P,, ..., P, oraz, ze dla kazdego
i=1,2,..,kokrag S, wchodzi w sklad brzegu powierzchni P,. Sprobujmy teraz wyobrazic¢
sobie do$wiadczenie polegajace na tym, Ze zrobione z elastycznego tworzywa modele

wszystkich naszych powierzchni sklejamy (czy tez zszywamy) w ten sposdb, ze S, zostaje sklejone
z0y, 8§;z0,, ..., Sz 0,. W wyniku jego powinnismy otrzymaé¢ model nowej powierzchni

z brzegiem M.

W trakcie wykonywanego wyZej do§wiadczenia nalezy pamigtal, ze wszystko dzieje sig

w Przestrzeni. W zwyklej trojwymiarowej przestrzeni nie da si¢ sklei¢ wzdluz odpowiednich
okrggéw stanowigcych brzegi wstegi Mobiusa i sfery z wycigtym jednym okraglym otworem.
Mozna jednak sprawdzié, ze udaje si¢ to zrobi¢ w Przestrzeni. (Podobnie dzieje sie w przypadku,
gdy staramy sie sklei¢ brzegi dwoch dyskow lezacych na plaszezyZnie. Ta ostatnia operacja daje
si¢ juz wykonaé w przestrzeni tréjwymiarowej i, jak latwo sprawdzi¢, w jej wyniku dostajemy
sfere).

Sklejajac powierzchnie z brzegiem mozna otrzymac duzo przykladéw powierzchni zamk nigtych,
majgcych rézne ciekawe wlasnoscei.

Pierwszym z nich bedzie sfera z p uchami. Otrzymujemy ja wycinajac w sferze p okraglych
otworow i zaklejajac je nastgpnie wszystkie p torusami z wycigtym jednym otworem.

Nic takZe nie stoi na przeszkodzie temu, zeby majac dang sfer¢ z wycietymi p = p, +p,
okraglymi otworami cze$¢ z nich (to jest np. p,) zaklei¢ tak jak poprzednio torusem z jednym
wycigtym otworem a czg$é (np. p,) wstegami Mobiusa (ktorych brzegi sa takze okregami).
W szczegdlnym przypadku, gdy w sferze wycieto tylko jeden lub dwa otwory i zaklejono je
wstegami Mobiusa, otrzymuje si¢ powierzchnie, ktére nazywa sie odpowiednio plaszczyzng
rzutowa i butelka Kleina.

Bardzo ciekawe sa te wszystkie powierzchnie, ktore zawieraja wstege Mdbiusa.

Jedli po powierzchni sklejonej z papieru wstegi Mobiusa spaceruje mucha, ktéra posuwajgc si¢
naprzod stara sie jednoczesnie byé w jednakowej odleglosci od krawedzi paska, to powroci ona
do pierwotnego polozenia glowa w dét i znajdzie sig z drugiej strony kartki.

Jesli na umieszczonym w Przestrzeni modelu powierzchni istnieje droga z jednej strony modelu
na druga, to powierzchnie t¢ nazywamy jednostronnag.

Dzieje sie tak np. w przypadku, gdy powierzchnia zawiera wstege Mobiusa. Mozna tez pokazac,
ze kazda powierzchnia jednostronna zawiera wstgge Mobiusa,

Aby uzmyslowié sobie, dlaczego tak jest, wystarczy zauwazy¢, ze jesli istnieje droga prowadzaca
z jednej strony powierzchni na druga, to istnieje taka droga, Ze jej tor jest okregiem. Dostatecznie
cienki pasek ja otaczajgcy jest wlasnie wstega Mobiusa.

Sprobujmy teraz rozcigé nasz model wstegi Mobiusa wzdluz linii Srodkowej (bedziemy ja dalej
nazywaé rownikiem), po ktorej spacerowala mucha, Okazuje sig, Ze otrzymamy co$, co
topologicznie jest rownowazne ze sfera, z ktorej wycieto dwa otwory. Innym bardzo dziwnym
zjawiskiem jest to, Zze réwnik nie rozpad! si¢ na dwa rozlgczne kawalki (tak jak mozna si¢ bylo
spodziewac), lecz jest jednym okregiem.
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Oznacza to, ze majgc w Przestrzeni model dowolnej jednostronnej powierzchni z brzegiem

i rozcinajac go wzdluz rownika wstegi Mobiusa otrzymujemy powierzchnig z brzegiem skladajacym
sie z dokladnie o jeden wigkszej liczby okregdw niz brzeg powierzchni wyjsciowej.

Warto takZe zauwazy¢, ze jesli do brzegu utworzonej dziury przyszyjemy brzeg modelu wstegi
Modbiusa, to otrzymamy powierzchnie topologicznie rownowazna wyiSciowej.

Zupelnie inna jest sytuacja w przypadku, gdy dokonujemy rozciec na sferze i torusie. Rozcinajac
je tak, jak na rysunku, mozna si¢ przekona¢, ze w przypadku sfery otrzymuje si¢ dwie rozlaczne
powierzchnie z brzegiem, a w przypadku torusa jedng, ale za to taka, Ze jej brzeg sklada si¢

z dwu okregow. Mozna pokazaé, Ze wlasnoé¢ istnienia dla powierzchni takiej krzywej zamknietej,
Ze po dokonaniu rozcigcia wzdluz tej krzywej otrzymamy jedna powierzchnig z brzegiem, ktory
sklada sie z dokladnie o jeden wickszej liczby okregéw niz brzeg powierzchni wyjsciowej, jest
rownowazna temu, Ze powierzchnia jest jednostronna. Okrag ten odpowiada wtedy réwnikowi
wstegi Mobiusa.

Zalozmy teraz, ze mamy dany w Przestrzeni model pewnej powierzchni zamknigtej otrzymany

w wyniku zszycia w odpowiedni sposob jednolitych kawalkow tkaniny (tak, jak to bylo wczesniej
zaznaczone) i sprobujmy wyobrazi¢ sobie doswiadczenie polegajace na rozcinaniu go kolejno
wzdluz roziacznych okregdéw utworzonych przez czgsci szwow. Rozcinamy (a wlasciwie
rozpruwamy) nasza powierzchnie tak dlugo, dokad pozostaje spojna. Chodzi o to, ze w pierwszym
kroku szukamy okregu O, o tej wlasnosci, Ze powierzchnia nasza po wykonaniu cigcia wzdiuz
niego pozostaje spojna. Jesli dokonano juz k rozcie¢ wzdiuz rozlacznych okregow O,, ..., Oy

i powierzchnia nadal jest spojna, to badamy wszystkie rozlgczne z nimi okrggi utworzone przez
czesci szwow i szukamy wérdd nich takiego Oy, 4, Ze nasz model pozostaje spojny po wykonaniu
cigcia wzdluz niego. Nasze do$wiadczenie koriczy sie po k krokach — w momencie, kiedy nie
bedziemy mogli juz znalez¢ takiego Oy, ,.

Oznacza to, ze w jego wyniku otrzymujemy model powierzchni z brzegiem, ktéra rozpada si¢ na
kawalki po rozcieciu wzdluz dowolnego okregu (utworzonego przez czgsci szwow). Warto sig w tej
chwili zastanowi¢ nad tym, czym moze byé z topologicznego punktu widzenia taka wlasnie
powierzchnia z brzegiem. ;

Nie jest weale trywialnym faktem (cho¢ intuicyjnie do$¢ oczywistym) to, e jesli brzeg takiej
powierzchni sklada si¢ dokladnie z jednego okregu, to musi ona by¢ domknigtym dyskiem. Jesli
okregdw jest k i k > 1, to mozna model naszej powierzchni rozcia¢ wzdluz drogi lgczacej dwa
roine okregi wchodzace w sklad brzegu i zmniejszyé ich liczbe, a nastepnie korzystajac z indukcji
matematycznej pokazac, ze jest to sfera z wycigtymi k& okraglymi otworami.

Wracajac wige do wykonywanego do$wiadczenia: po wykonaniu p rozcie¢ model powierzchni
zamknigtej zamieni! si¢ na model sfery z pewna iloscig dziur.

W trakcie rozcinania powierzchni wzdhuz okregu moga zaj$é dwa wzajemnie wykluczajace sie
przypadki. Albo okrag, wzdluz ktorego cigcie bylo wykonywane, rozpadnie si¢ na dwa rozne
okregi albo stanie sig tak, jak przy rozcinaniu wstegi Mobiusa wzdiluz rownika — zamieni si¢ na
jeden wigkszy okrag.

Z tego wszystkiego, co zostalo juz napisane wczeéniej, wynika, Ze w ostatnim przypadku nasza
powierzchnia musi zawiera¢ wstege Mobiusa. Jej rownik stanowi okrag, wzdhuz ktérego
powierzchnig nasza rozcinaliémy. Jesli okrag rozpad! si¢ na dwa réine okregi, to trzeba rozrozni¢
dwa przypadki przedstawione na rysunku.




a lilatelidei

Mamy takze cos dla Was. Oto znaczek wydany
w marcu 1976 roku = okazji dwudziestej
rocznicy powstania Zjednoczonego Instytutu
Badan Jadrowych w Dubnej.

Porozumienie o utworzeniu Instytutu zostalo
zawarte 26.111.1956 r. w Moskwie. W owym
instytucie wspddpracujy fizycy z ZSRR, CSRS,
Polski i wielu innych krajow. Instytut
dysponuje unikalnymi urzgdzeniami z zakresu
fizyki jadrowej i wysokich energii
umoiliwiajacymi wykonanie eksperymentow
zbyt kosztownych dla jednego kraju.
Dokladniej pisalismy o Zjed ny
Instytucie Badan Jadrowych w numerach
siodmym i dsmym ,,Delty” z 1974 r. A moze
sami znajdziecie cickawe znaczki, ktorych
temat bylby zwigzany z matematyka lub
fizyka?

Czedciej jednak mo#na spotkaé na znaczku
portret krélowej anizeli Einsteina (dla
zapalonych filatelistow informacja — w 1959 r.
Polska wydala znaczek wiasnie z portretem
Einsteina),

Z rysunku ponizej widaé, ze na kazdej takiej powierzchni, na ktorej istnieje taki okrag, Ze $lad
cigcia wzdluz niego sklada si¢ z jednego kawalka (powierzchnia zawiera wtedy wstege Mobiusa)
istnienie rozcigcia przedstawionego na rysunku A jest rOwnowazne istnieniu rozciecia
przedstawionego na rysunku B i jedno z nich mozna zawsze zamieni¢ na drugie.

Sprébujmy si¢ zastanowic¢, co wynika z istnienia rozcigcia takiego jak na rysunku B.

Zszywajac powierzchni¢ wzdluz niego otrzymujemy ucho ,,przekrecone”, Rozcinajac z kolei ucho
»»przekrecone” w taki sposob, jak na rysunku, zauwazymy, ze rozcigcia takie mozna zamieni¢ na
dwa rozcigeia odpowiadajace wstggom Mobiusa.

Wynika stad juz twierdzenie o klasyfikacji powierzchni,

TWIERDZENIE O KLASYFIKACI. Dla kaidej powierzchni zamknigtej istnieje takie p, ze jest ona
homeomorficzna ze sferq z p uchami lub tez ze sferq z wycietymi p otworami, kidre zaklejono
wstegami Mébiusa.

Cwiczenie. Znalez¢ podobne twierdzenie dla powierzchni z brzegiem.

Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 100. Znalezé wszystkie funkcje f : R — R spelniajace dla wszelkich liczb rzeczywistych x, y
rownosd
x+»F = P+ Lo

Rozwigzanie na str. 13. =

M 101. Udowodnié, ze jesli P jest dowolnym punktem lezacym w plaszczyZnie réwnolegtoboku
ABCD, to

AP < BP+CP+DP
Rozwiazanie na str. 10.

M 102. Udowodnié¢, ze kazda liczba naturalna wieksza od 10 jest sumg dwoch réznych liczb
pierwszych i liczby zlozonej.
Rozwiazanie na str. 7.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 34. Temperatury trzech identycznych cial 4, B i C o stalej pojemnosci cieplnej wynoszg
odpowiednio:

T,=300K, Ty = 300 K, i T: = 100 K, Zakladajac, ze Zadna energia nie jest dostarczana

z zewnatrz, okresicie do jakiej maksymalnej temperatury mozna podgrza¢ dowolne z tych cial
przez zastosowanie silnikow cieplnych.

Wskazowka: patrz rozwigzanie zadania F 31, Delta 7/1976 oraz S. Szczeniowski ,,Fizyka
doswiadczalna™ t. 2, PWN 1964, rozdzial 44

Rozwigzanie na str. 10.



