Prawdopodobienstwo ? Dr Tadeusz B. IWINSKI

Mechanika kwantowa wprawiala i ciggle jeszcze wprawia matematykow w zaklfopotanie,
dostarczajac tym samym wielu interesujgcych problemow. Zaczelo si¢ od Diraca, ktory
rozniczkowal funkcje nierdzniczkowalne i otrzymywal sensowne wyniki. Potrzeba bylo lat,
by rzecz uporzadkowac: stworzono (zob. Delta 10/1975) teorig dystrybucji, na gruncie ktorej
poczynania Diraca nabraly glebokiego matematycznego sensu,
Heisenberg swa niewinnie wygladajaca zasadg nieoznaczonosci dostarczyl zajgcia logikom:
koniunkcja dwoch zdan, z ktorych kazde jest prawdziwe lub falszywe moze tu nie by¢ (zob.
Delta 4/1975) ani prawdziwa, ani falszywa. Do dzis trwaja poszukiwania ..logiki kwantowej™.
1 choé¢ sformulowano tu wiele interesujgcych propozycii —- zadna z nich nie zdobyla sobie jeszcze
pelnych praw obywatelskich.
Nie koniec na tym. Born wprowadza do mechaniki kwantowej probabilistyczng interpretacje
wystepujacych w niej obiektow (np. funkcii falowej, zob. artykul J. Kijowskicgo w tym
numerze). Interpretacja ta rozwigzuje fizykom pewne klopoty pojeciowe, ale rodzi nowe klopoty
matematyczne.
Pierwszy oczywisty problem wynika z zasady nicoznaczonosci. Jak wiemy — w zwyklym
rachunku prawdopodobienstwa koniunkcja dwu zdarzen jest zdarzeniem. Koniunkcja dwu
., zdarzen kwantowych™ weale ..zdarzeniem kwantowym' by¢ nie musi. -
Rozpatrzmy rzecz nieco dokladniej. Wyobrazmy sobie dla uproszczenia pojedynczg czastke
poruszajgca si¢ po prostej, oznaczmy jej polozenie przez ¢, a ped przez p. Dla dowolnego £ > 0
zdanie A: ,,w chwili 7 czgstka znajduje si¢ w przedziale 7o, 2+ ¢ 7" okre$la pewne ,,.zdarzenie
kwantowe”, bowiem teoretycznic mozliwy jest pomiar polozenia z dowolng dokladnoscig.
Rowniez dla dowolnego n > 0 zdanie B: .,w chwili 1 ped czastki zawarty jest w przedziale
(B, B+n>" tez opisuje pewne zdarzenie kwantowe, bo i ped mozna mierzyé dowolnie dokladnie.
Mimo to, jesli tylko € i 1 sa dostatecznie male to formalnie napisana koniunkcja A n B
zdarzen A i B ,,zdarzeniem kwantowvm' nie jest. Koniunkcja ta ma bowiem sens  *
wtedy i tylko wtedy gdy

en = #f2.
Okazuje sie jednak, Zze klopot matematyczny jest tu mniejszy, niz si¢ na pierwszy rzut oka
wydaje: mozna tak zmodyfikowacé elementarny rachunek prawdopodobienistwa, Ze zasada
nieoznaczonosci nie jest sprzeczna z nowym , kwantowym rachunkiem prawdopodobienstwa™.
Przy tym ten nowy rachunek jest wystarczajaco podobny do starego na to, aby nie razic
ckstrawagancja.
W zwyklym rachunku prawdopodobiefistwa, przypomnijmy, rodzina zdarzen scharakteryzowana
jest nastepujaco:
Dany jest zbiér zdarzen elementarnych 2 oraz pewna rodzina Z podzbiorow zbioru 2 zwanych
zdarzeniami. Przy tym zaklada sig, z¢
1) @i 2 sa zdarzeniami;
2) jesli A jest zdarzeniem, to A’ = £2— A tez jest zdarzeniem:
3) jesli A, B s zdarzeniami, to rowniez A4 B jest zdarzeniem.
Prawdopodobieristwo natomiast jest taka funkcjg P:Z — <0, 1, Ze
4) P() = 1;
5) jesli A i B sg zdarzeniamii A n B = @, to P(4 v B) = P(A)+ P(B).
Kwantowy rachunek prawdopodobienstwa wyglada podobnie. Dany jest zbior zdarzen '
elementarnych £2, oraz pewna rodzina Z, podzbiorow £2 zwanych 2darzeniami kwantowymi
(krotko: k-zdarzeniami). Przy tym Zada si¢, aby spelnione byly nastepujace warunki:
1) @i £ sg k-zdarzeniami;
2) jezeli A jest k-zdarzeniem, to A’ tez jest k-zdarzeniem:
3') jesli A, B sa k-zdarzeniamii 4 n B = @, to A U B tez jest k-zdarzeniem.
Prawdopodobienstwo natomiast jest taka funkcja P: Z, — <0, 17, ze
4) P(S) =1:
5) jesli A i B sa k-zdarzeniamii A n B = @, to P(A v B) = P(A)+ P(B).
Roznica jest wige bardzo niewielka. Sprowadza si¢ ona jedynie do zastgpienia warunku 3)
warunkiem 3°), ktoéry na gruncie mechaniki kwantowej jest calkiem do przyjecia. O ile bowicm
z warunkow 1), 2), 3) wynika, Ze jesli A4 i B sa zdarzeniami, to rowniez A n B jest zdarzeniem,
to z warunkow 1), 2), 3°), wynika jedynie, ze jesli A, B sa k-zdarzeniami, to A N B jest
k-zdarzeniem wredy i tylko wredy, gdy A B jest k-zdarzeniem. Warunek 3') zakazuje wige co
prawda rozpatrywac alternatywy takich k-zdarzen, ktorych koniunkcja nie jest k-zdarzeniem,
ale, jak sie okazuje, w tych problemach mechaniki kwantowej, w ktorych obowigzuje zasada
nicoznaczonosci nie powstaje nigdy potrzeba rozwazania takich alternatyw. Prawdopodobiefistwo |
kwantowe ma natomiast dokladnie te same wlasnosci rachunkowe, co prawdopodobienstwo '
zwykle i operowanie nim, jesli si¢ dobrze okresli rodzing zdarzes kwantowych, nie nastrecza
#adnych trudnosci (zob. zadanie na koricu artykulu).

Gdzie wiec — i czy rzeczywiscie — powstaja zapowiedziane istotne klopoty z probabilistyczng
interpretacja mechaniki kwantowej?
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Tu dygresja. . Funkeja 87 Diraca — poki nie skonstruowano dystrybucji - w swiadomosci jej
uzytkownikow byla funkciy, ,ale nic zawsze”, Mozna bylo np. powiedziee, 7e dli v # 0 jest ona
funkcja rdwna tossamoedciowo Zeru; nie mialo sensu natomiast stwierdeenie, ze dla x = 0
przyimuje ona jukakolwiek wartos¢. W gruncie rzecey to, czy byla, czy nie byla funkcjg zalezato
od fizveznel interpretacii kontekstu, w ktorym wystgpowala.

Wartosé matematyki jako narzedzia uzywanego przez przyrodnikow polega zas wlasnie na tyim,
7e poiccin malematyczne majg jednoznaczny sens, ktory jest niezalezny od przyrodniczej
interpretacii tveh pojec. Obiekt badany przez matematyke albo jest funkcjg — albo nig nie jest.
Trzeciej mozliwosei nic ma.

Matematyey musieli wiee uznaé, ze 8 funkcig nie jest i ze mechanika kwantowa posluguje si¢
pewna klasg obicktow ogolniejsza niz klasa lunkgji. 1 dlatego stworzyli teorig dystrybugji: teorig
ogolniejsza niz teoria funkcji.

Z prawdopodobienstwem jest podobnie. Jest to pojgeie matematyczne o jednoznuacznic
okreslonych wilasnosciach. Jesli wige cos w mechanice kwantowej jest podobne do
prawdopodobienistwa, ,,ale nic zawsze" — lo nie jest to juz prawdopodobiefstwo. Dlatego
wlasnie wykonalismy krok polegajacy na wprowadzeniu prawdopodobiensiwa kwantowego.
Okazuje sig jednak. 7¢ jest to krok zbyt maly.

Powazne klopoty pojawiajg si¢ bowiem dopiero wtedy, gdy wychodzi si¢ poza elementarny
rachunek prawdopodobiciistwa i zaczyna rozwazaé zmienne losowe.

Przypomniimy : Zmienna Josowa nazywa si¢ taka funkcja X: &2 — R, ze dla kazdego przedzialu
‘a, b = R bior lm e L2 Xlw)€ <a, b jesl zdarzeniem.

Zmienna losowa nazywa si¢ ciggla, jesli istnicje taka funkcja /: R — R, kiora jest nieujemna

W
idla kazdego przedziatu  a, b Pllwel): Xiw)e .a, b. )= \ flxida.
h

Funkcie / nazywa si¢ gestoscig rozkladu zmiennej X,

Jesli wiee (wracamy do przykiladu pojedynczej czastki) y(g) jest funkcja falowa, a — zgodnie

z przyjeta interpretacja — f(g) = lp(q)|* jest gestoscia rozkladu polozenia czastki na prostei,

b
to S Ip(g)i*dg jest prawdopodobienstwem tego, Ze czastka znajduje si¢ w przedziale <a, b
a

Interpretacja ta oznacza, Ze polozenie ¢ traktowane jest jako zmienna losowa. Analogicznic -
ped p jest teraz drugyg zmienng losowa, o gestoscl glp) = [@(p)|*. Przy tym funkcja & jest
jednoznacznie wyznaczona przez funkcje y. Tak wige czastka opisywana jest pary ciaglych
zmiennych losowych (g, p) o znanych rozkladach [y(g)® i [P(p)*.

W rachunku prawdopodobienstwa pare zmiennych losowych (X, V') nazywa si¢ zmienng
dwuwymiarows. Gestoscia rozkladu dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) nazywa si¢ taka
nieujemna funkcie i(x, »), ze dla dowolnych liczb a < hi ¢ < d zachodzi rownosé

hd
P(imel2: (X(w)e a, b)) 1 (¥Ylm)e o,d)))= \ ifr(.r. vidyda,
aaw
4 2
Dowaodzi si¢ przy tym, ze f(x) = \ hix, y)dy jest gestoscig rozkladu zmiennej X, a g(y) =

-
- \ hx, y) dx jest gestoscia rozkladu zmiennej Y.

== )
‘Okazuje sie, ze gdyby zamiast prawdopodobienstwa wykorzystac do definicji zmiennej losowe)
prawdopodobienstwo kwantowe, (o definicja ta pozostalaby poprawna. Nasuwa si¢ wige
preypuszczenic, 7e jesli zacenie sig¢ uzywaé kwantowych zmiennych losowych, to wszystkie ich
wlasnosci formalne beda zgodne z twierdzeniami mechaniki kwantowej.
(Byloby tak, gdyby wszystkie klopoty z interpretacjy prawdopodobienstwa wynikaly z zasady
nicoznaczonosci. Niestety — tak nie jest).
Wrocmy do przykladu. Mamy do czynienia z parg zmiennych losowych (g, p) o znanych
gestosciach rozkladu. Powstaje naturalne pytanie: Czy istnieje gestosc rozkladu zmiennej
dwuwymiarowej (g, p), tzn. funkcja nieujemna Aig, p) taka, ze

¥ + o
() \ ia,p)dp = lp@* i\ hig.p)dg = @(p)*;

-0 =

(2) Spelniony jest podany wyZej zwigzek miedzy @ i y oraz zasada nicoznaczonosci;

(3) Wartosci srednie obserwowalnych kwantowych zmiennych losowych obliczane zepodnic

z definicjg wartosci $redniej w rachunku prawdopodobiefstwa sg rowne wartosciom srednim
tych zmiennych obliczanym w formalizmie operatorowym mechaniki kwantowej.

Odpowiedzi na to pytanie udzielil L. Cohen. Jest ona nastepujgca:

Istnieja co prawda funkcje spelniajace (1) i (2), ale nie istnicje funkcja spelniajyca (1), (2) i (3).
A wigc nie mozna posuwac si¢ zbyt daleko w probabilistycznych interpretacjach mechaniki
kwantowej. Co prawda mozna traktowac zarowno p jak i ¢ jako zmienne losowe, ale
rozpatrujac p i g lacznie — wychodzimy juz z rachunku prawdopodobicnistwa, para (y, p)
zmienng losowgq nie jest.



I dlatego nie obejdzie si¢ fu bez nowej teorii: teorii ogolnigjszej niz rachunek prawdopodobienstwa.
Takiej teorii jeszcze nie ma.

Zadania. 1. Udowodnic, e jesli Z jest zwykly rodzina zdarzen, P — zwyklym /
prawdopodobienstwem oraz A4 € Z ustalonym zdarzeniem takim, ze P(A4) > 0, to rodzina

\BeZ: PlANB) = P(A)- P(B)}
(tzn. rodzina zdarzen niezaleznych od 4) jest kwantows rodzina zdarzen.
2. Pokazaé, e jesli 4, B sa k-zdarzeniami oraz A < B, to B— A jest k-zdarzeniem.
Literatura
Tom 33 (z roku 1966) czasopisma .,
i L.. Cohena (str. 317).
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Bwantiow, proed fepo wykonanicm

Wszystko to brzmi nieprawdopodobnie — powiecie po przeczytaniu dwéch
poprzednich artykutow o mechanice kwantowej. Jak to, najbardziej fundamentalna
teoria mikroswiata pozwalajaca przewidzie¢ wyniki do$wiadczen z fantastyczng
dokladnoscig nie moze sobie poradzié z opisaniem loséw zwyklego, swobodnego
elektronu! Czy ndpr.lwdg mustmy budowac teorig, w ktérej z elekironem, a raczej
z informacja o nim, jezeli nan nie patrzymy, wigzemy pewna fale (fale
prawdopodobienstwa), podczas gdy w trakcie kazdej obserwacji ukazuje sig on
nam w postaci mikroskopowej czgstki. Na tego typu watpliwosci najlepiej
odpowiada zawsze doswiadczenie. Opiszemy tu wyniki jednego z przelomowych
dla fizyki doswiadczen, wykonanego w 1922 roku przez Sterna i Gerlacha.

Idea eksperymentu jest prosta. Wigzka atoméw srebra powstala przez odparowanie
srebra w specjalnym piecu jest skierowana migdzy bieguny magnesu
wytwarzajgeego silnie niejednorodne pole (patrz rysunek).

Nasi¢pnie atomy osadzajg si¢ na plytee szklanej. Atomy srebra podobnie, jak
wszystkie inne atomy, majg wlasny moment pedu (spin). Powstaje on ze zloZzenia
momentéw pedu jadra atomowego i clektronéw. Poniewaz wszystkie sktadniki
atomu sy naladowane, wige atom tal.i zachowuje si¢ jak swego rodzaju petla

z pragdem i wytwarza wlasne pole mugnetyezne, o kierunku zgodnym

z ustawieniem spinu. W niejednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym na taki
atomowy magnes dziala sita odchylajgca w gore lub w ddl, zalezna od kata migdzy
osig magnesu, a zwrotem zmiany (gradientu) pola zewnetrznego. I tak na magnes
skierowany wzdluz gradientu dziala maksymalna sifa do g6ry, na skierowany
przeciwnie maksymalna sita w dél, na magnes ustawiony prostopadle do kierunku
zmiany pola nie dziaka zadna sita itd. Poniewaz atomy srebra wyprodukowane

W piecu stanowig zbiér chaotyczny. wige zwigzane z nimi magnesy sa losowo
poustawiane i na ekranie powinnismy otrzymaé ciagly lini¢ wzdluz kierunku
gradientu pola. Tego wymaga fizyka klasyezna i uksztaltowany w codziennym
doswiadczeniu rozsgdek. Tymczasem Stern i Gerlach znalezli na plytce jedynie
dwa izolowine punkty. Atomy srebra utworzyly tylko dwie odr¢bne wigzki.,
Powtdrzmy jeszcze raz: atomy *:rebr.i, ktérych spiny byly ustawione zupelnie
chaotycznie utworzyly dwie oddzielne wigzki. Zupelnie jakby spiny atomoéw
wiedzialy (tylko skad?). ze wolno im si¢ ustawi¢ wzgledem pola magnetycznego

w scisle okreslonych kierunkach (dwdch dla atomow srebra o spinie 1/2). Wynik
doswiadczenia nie zalezy od tego, jak obrécimy uklad magneséw wytwarzajacych
pole. Zawsze dostajemy dwie plamki na linii rownoleglej do kierunku zmiany pola.
[ to plamki rownie intensywne. Choé wynik ten jest wprost fantastyczny, to jednak
tak dzieje si¢ w doswiadczeniu. Zacznijmy teraz puszczaé atomy po kolei

w pewnych odstgpach czasu. Pojedyriczy atom nawet o znanym z poprzedniego
doswiadczenia ustawieniu spinu wybierze raz jedno, raz drugie ustawienie swego
spinu wzglgdem kierunku zmiany pola. Tu tkwi element losowy i to w sytuacii,
gdy o wlasnym polu magnetycznym atomu wiemy chyba wszystko. Mechanika
kwantowa tez oferuje nam tu tylko prawdopodobienstwo okreslonego zwrotu.
Natomiast skwantowanie rzutu momentu pedu na kazda wyrdzniong oé jest

jednoznacznym przewidywaniem w tej teorii. Pozwala ona tez obliczy¢

z ogromna dokladnoscig wielkos¢ wlasnego pola magnetycznego zwigzanego

ze spinem, a wige i wielko$¢ odchylenia kazdej z dwdch wigzek. Dlatego méwimy,
ze nie ma 7adnych przestanek doswiadezalnych na to, zeby poprawia¢ mechanike
kwantowg.



