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Mechanika kwantowa wprawiala i ciagle jeszcze wprawia matematyków w zaklopotanie,
dostarczajac tym samym wielu interesujacych problemów, Zaczelo sie od Diraca, który
rózniczkowal funkcje nierózniczkowalne i otrzymywal sensowne wyniki. Potrzeba bylo lat,
by rzecz uporzadkowac: stworzono (zob. Delta 10/1975) teorie dystrybucji, na gruncie której
poczynania Diraca nabraly glebokiego matematycznego sensu.
Heisenberg swa niewinnie wygladajaca z..asada nieoznaczonosci dostarczyl zajecia logikom:
koniunkcja dwóch zdan, z których kazde jest prawdziwe lub falszywe moze tu nie byc (zob.
Delta 4(1975) ani prawdziwa, ani falszywa. Do dzis trwaja poszukiwania ,.Iogiki kwantowej".
l choc sformulowano tu wiele interesujacych propozycji .-- zadna z nich nie zdobyla sobie jeszcze
pelnych praw obywatelskich.
Nie koniec na tym. Born wprowadza do mechaniki kwantowej probabilistyczna interpretacje
wystepujacych w niej obiektów (np. funkcji falowej, zob. artykul J. Kijowskiego w tym
numerze). Interpretacja ta rozwiazuje fizykom pewne klopoty pojeciowe. ale rodzi nowe klopoty
matematyczne.
Pierwszy oczywisty problem wynika z zasady nieoznaczonosci. Jak wiemy -- w zwyklym
rachunku prawdopodobienstwa koniunkcja dwu zdarzen jest zdarzeniem. Koniunkcja dwu

.,zdarzeJ't kwantowych" wcale ..zdarzeniem kwantowym" byc nie musi. '"'
Rozpatrzmy rzecz nieco dokladniej. Wyobrazmy sobie dla uproszczenia pojedyncza czastke
poruszajaca sie po prostej, oznaczmy jej polozenie przezli, a ped przezp. Dla dowolnego e >°
zdanie A: "w chwili t czastka znajduje sie w przedziale<<1:, ()(+f:)" okresla pewne "zdarzenie
kwantowe", bowiem teoretycznie mozliwy jest pomiar polozenia z dowolna dokladnoscia.
Równiez dla dowolnegoTJ > ° zdanie B: .,w chwili t ped czastki zawarty jest w przedziale

<tJ, (J+'Y})" tez opisuje pewne zdan.enie kwantowe, bo i ped mozna mierzyc dowolnie dokladnie.
Mimo to, jesli tylko e i 'Y} sa dostatecznie male to formalnie napisana koniunkcjaA n B
zdarzen A i B "zdarzeniem kwantowym" nie jest. Koniunkcja ta ma bowiem sens
wteóy i tylko wtedy gdy

/o'1'};;' f1/2 ..

Okazuje sie jednak, ze klopot matematyczny jest tu mniejszy, niz sie na pierwszy rzut oka
wyd.aje: mozna tak zmodyfikowac elementarny rachunek prawdopodobienstwa, ze zasada
nieoznaczonosci nie jest sprzeczna z nowym "kwantowym rachunkiem (Jrawdopodobienstwa".
Przy tym ten nowy rachunek jest wystarczajaco podobny00 starego na to, aby nie razic
ekstrawagancja·
W zwyklym rachunku prawdopodobienstwa, przypomnijmy, rodzina zdarzen scharakteryzowana
jest nastepujaco:
Dany jest zbiór zdarzen elementarnychnoraz pewna rodzina Z podzbiorów zbiofl'Q zwanych
zdarzeniami. Przy tym zaklada sie, ze
l) 0 i Q sa zdarzeniami;
2) jesli A jest zdarzeniem, toA' = n- A tez jest zdarzeniem;

3) jesli A, B sa zdarzeniami, to równiezA v B jest zdarzeniem.
Prawdopodobienstwo natomiast jest taka funkcjaP:Z -> <0, l), ze
4) pen) = l;
5) jesli A i B sa zdarzeniami iA n B = 0, to P(A v B) = P(A) + P(B).
Kwantowy rachunek prawdopodobienstwa wyglada podobnie. Dany jest zbiór zdarzen
elementarnych n, oraz pewna rodzinaZk podzbiorów [} zwanych zdarzeniami kwantowymi
(krótko: k-zdarzeniami). Przy tym zada sie, aby spelnione byly nastepujace warunki:
l) 0 i n sa k-zdarzeniami;
2) jezeli A jest k-zdarzeniem, toA' tez jest k-zdarzeniem;
3') jesli A, B sa k-zdarzcniami iA n B = 0, to A u B tez jest k-zdarzeniem.
Prawdopodobienstwo natomiast jest taka funkcjaP: Zk -> <0, l>. ze
4) pen) = l:
5) jesli A i B sa k-zdarzeniami iA n B = 0, to P(A u B) = P(A) + P(B).
Róznica jest wiec bardzo niewielka. Sprowadza sie ona jedynie do zastapienia warunku 3)
warunkiem 3'), który na gruncie mechaniki kwantowej jest calkiem do przyjecia. O ile bowiem
z warunków l), 2), 3) wynika, ze jesliA i B sa zdarzeniami, to równiezA n B Jest zdarzeniem,
to z warunków l), 2), 3'), wynika jedynie, ze jesliA, B sa k-zdarzeniami, toA n B jest
k-zdarzeniem wtedy i tylko wtedy, gdyAu B jest k-zdorzeniem.Warunek 3') zakazuje wiec co
prawda rozpatrywac alternatywy takich k-zdarzen, których koniunkcja nie jest k-zdarzeniem,
ale, jak sie okazuje, w tych problemach mechaniki kwantowej, w których obowiazuje zasada
nieoznaczonosci nie powstaje nigóy potrzeba rozwazania takich alternatyw. Prawdopodobienstwo
kwantowe ma natomiast dokladnie te same wlasnosci rachunkowe, co prawdopodobienstwo
zwykle i operowanie nim, jesli sie dobrze okresli rodzine zdarzen kwantowych. nie nastrecza
zadnych trudnosci (zob. zadanie na koncu artykulu).

Gdzie wiec - i czy rzeczywiscie - powstaja zapowiedziane istotne klopoty z probabilistyczna
interpretacja mechaniki kwantowej?
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Tu dygresja. "Funkcja il" Diraca-· póki nie skonstruowano dystrybucji w swilldomosci jej
uzytkownil..ów byla flmkcj'l. "ale nie Laws2c". M0zna bylo np. powicdzic:c, ze dla.I' #- O jest ona
funkcja równa tozsamosciowo zcru; nic mialo sensu nlllomillst stwierdlcnic, ze dlax ~, O

przyjmuje ona jakakolwiek wartosc. W gruncie rZCC1.Yto,CI.)' byla, cl.y nic byla funkcja zalez.1lo
od fi1.yczncj interpretacji kontekstu, w którym wystepowala.

Wartosc matematyki jako narl.ed1.ia uzywanego przez przyrodnikó" polega zas wlasnic na tym,
ze pojecia matematyczne maja jednol.llaczny sens, który jesl niezaiezny od przyrodnic/cj
interpretacji tych pojt;'c. Obiekt badany przcz matematyke albo jest funkcja -- albo nia nie jes!.
Trzeciej mozliwosci nie ma.
Matematycy musieli wiec uznac. ze l) funkcja nie jest i zc mechanika kwantowa posluguje sie
pewna klasa obiektów ogólniejsza niz klasa funkcji. I dlatego ~tworzyli teorie dystrybucji: teorie
ogÓlniejsza ni? teoria funkcji.
Z prawd(lpodobicn~twem jest podobnie. Jest to pojecie matematyczne o jednoznacznie
okreslonych wlasnosciach. Jesli wiec cos w mechanice kwantowej jest podobne do
prawdopodobienstwa, "aJe nie zawsze" - to nie jest to jUL prawdopodobienstwo. Dlatego
wlasnie wykonalismy krok polegajacy na wprowadzeniu prawdopodobienstwa kwantowego.
Okazuje sie jednak. i:e jest to krok zbyt maly.
Powazne klopoty pojawiaja sie bowiem dopiero wtedy, gdy wychodzi sie poza elementarny
rachunek prawdopodobienstwa. i zaczyna rozwazac zmienne losowe.

Przypomnijmy: Zmienruj,losowa nazywa sie taka funkcjaX: D -+ R, ze dla kazdego przedzialu
,o. b> c R l.biÓr {w EH: X(w) E <o, b>} jest zdarzeniem.

Zmienna losowa nazywa sie ciagla, jesli istnieje taka funkcjaf: R -> R, która jest nieujemna
(I
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Funkcje f nazywa sie gestoscia rozkladu zmiennejX.

Jesli wiec (wracamy do przykladu pojedynczej czastki)V'(q) jest funkcja falowa, a --- zgodnie
z przyjeta interpretacja --[(q) = ''P(q)I' jest gestoscia rozkladu polozenia czaslki na prostej.

/>

to ~ j'p(q)j'dq jcst prawdopodobienstwem tego, ze czastka znajduje sie w przedziale',tI, li
a

Interpretacja ta oznacza, ze polozenieq traktowane jest jako zmienna losowa. Analogicwie-
ped p jest teraz druga zmienna losowa, o gestoscig(p) = IW(p)!'. Przy tym funkcja (/> jest
jednoznacznie wyznaczona przez funkcje'II. Tak wiec czastka opisywana jest pllra cii.jglych
zmiennych losowych(q, p) o z.nanych rol.kladach I'P(I/)I' i IW(p)I'.

W rachunku prawdopodobienstwa pare zmiennych losowych(X, Y) nazywa sit;'zmienna
dWllwymiarowlj. C,estoscia rozkladu dwuwymiarowej zmiennejlosowcj(X. n nazywa sie taka
nieujemn,j funkcje h(x. y), ze dla dowolnych liczba < h i c < d zachodzi równosc

P({PlED: (X(w) E (O, b»

IJd

(nU/) E <c, d»}) = ~~h(x, y)d)'d.\.
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) h(x, y)dy jcst gestoscilj rozkladu zmienncjX. a g()') 'h.

~ h(q. p )dq = 1<P(p)I';
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Dowodzi sie przy tym, ze[(x)

t, J)

(1) ~ h(q, p )dp = 1'P(qW
_. rr.-

i·'

~ h(x, y) dx jest gestoscia rozkladu zmiennejY.

(2) Spelniony jest podany wyzej zwiazek miedzyW i 'P oraz zasada nieoznaczonosci;
(3) Wartosci srednie obserwowalnych kwantowych zmiennych losowych obliczane zgodnie
z definicja wartosci sredniej w rachunku prawdopodobienstwa sa równe wartosciom srednim
tych zmiennych obliczanym w formalizmie operatorowym mechaniki kwantowej.

Odpowiedzi na to pytanie udzielil L. Cohen. Jest ona nastepujaca:
Istnieja co prawda funkcje spelniajace(1) i (2), ale nie istnieje funkcja spelniajaca (l).(2) i (3).
A wiec nie mozna posuwac sie zbyt daleko w probabilistycznych interpretacjach mechaniki
kwantowej. Co prawda mozna traktowac zarównop jak i q jako zmienne losowe. ale
rozpatrujac p i q lacznie -. wychodzimy juz z rachunku prawdopodobienstwa, para(CI. p)

zmiennq I/J,\'vwanie jest.

·Okazuje sie, ze gdyby zamiast prawdopodobienstwa wykorzystac do definicji zmiennej losowej
prawdopodobienstwo kwantowe, to definicja ta pozosIalaby poprawna. Nasuwa sic wiec
przypuszczenie. ze jesli zac:<.niesie uzywac kwantowych zmiennych losowych. to wszystkie ich
wlasnosci formalne beda zgodne z twierdzeniami mechaniki kwantowej.
(Rylobv tak, gdyby wszystkie klopoty z interpretacja prawdopodobienstwa wynikaly z zasady
nieoznaczonosci. Niestety - tak nie jest).
Wrócmy do przykladu. Mamy do czynienia z para zmiennY('h losowych(q, p) o znanych
gestosciach rozkladu. Powstaje naturalne pytanie: Czy istnieje gestosc rozkladu zmiennej
dwuwymiarowej (q, p), tzn. funkcja nieujemnah(q, p) laka. ze
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I dlatego nie obejdzie sie tu bez nowej teorii:teorii ogólniejszej niz rachunek praw'dopodobienstwa.
Takiej teorii jeszcze nie ma.

Zadania. l. Udowodnic. ze jesliZ jest zwykla rodzina zdarzen,P --- zwyklym
prawdopodobienstwem orazA E Z ustalonym zdarzeniem takim, zeP(Al > O, to rodzina

{BEZ: P(AnB) = P(A)'P(B)}

(tzn. rodzina zdarzen niezaleznych odA) jcst kwantowa rodzina zdarzen.
2. Pokazac, ze jesliA, B sa k-zdarzeniami orazA c B, to B- A jest k-zdarzeniem.
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Wszystko lo brzmi nieprawdopodobnie --- powiecie po przeczytaniu dwóch
poprzednich artykulów o mechanice kwantowej. Jak to, najbardziej fundamentalna
teoria mikroswiata pozwalajaca przewidziec wyniki doswiadczen z fantastyczna
dokladnoscia nie moze sobie poradzic z opisaniem losów zwyklego, swobodnego
elektronu! Czy naprawde musimy budowac teorie, w której z elektronem, a raczej
z informacja o nim, jezeli nall nie patrzymy, wiazemy pewna fale (fale
prawdopodobienstwa), podczas gdy w trakcie_ kazdej obserwacji ukazuje sie on
nam w postaci mikroskopowej czastki. Na tego typu watpliwosci najlepiej
odpowiada zawsze doswiadczenie. Opiszemy tu wyniki jednego z przelomowych
dla fizyki doswiadczen, wykonanego w 1922 roku przez Stern(l i Gerlacha.
Idea eksperymentu jesl prosta. Wiazka atomów srebra powstala przez odparowanie
srebra w specjalnym piecu jest skierowana miedzy bieguny magnesu
wytwarzajacego silnie niejeclnorodne pole (patrz rysunek).
Nastepnie atomy osadzaja sie na plytce szklanej. Atomy srebra podobnie, jak
wszystkie inne atomy, maj~! wlasny moment pedu (spin). Powstaje on ze zlozenia
momentów pedu jadra atomowego i elektronÓw. Poniewaz wszystkie skladniki
a tomu Sil naladowane. wiec atom ta Li zachowuje sie jak swego rodzaju petla
z pradem i wytwarza wlasne pole magnetyczne, o kierunku zgodnym
z ustawicniem spinu. W niejednorodnym zewnetrznym polu magnetycznym na taki
atomowy magnes dziala sila odchylajaca w góre lub w dól, zalezna od kata miedzy
osia magnesu, a zwrotem zmiany (gradientu) pola zewnetrznego. I tak na magnes
skierowany wzdluz gradientu dziala maksymalna sila do góry, na skierowany
przeciwnie maksymalna silaw dÓl, na magnes ustawiony prostopadle do kierunku
zmiany pola nie dziala zadna sila itd. Poniewaz atomy srebra wyprodukowane
w piecu stanowia zbiór chaotyczny, \viec zwiazane z nimi magnesy sa losowo
poustawiane i na ekranie powinnismy otrzymac ciagla linie wzdluz kierunku
gradientu pola. Tego wymaga fizyka klasyczna i uksztaltowany w codziennym
doswiadczeniu rozsadek. Tymczasem Stern i Gerlach znalezli na plytce jedynie
dwa izolowane punkty. Atomy srebra utworzyly tylko dwie odrebne wiazki.
Powlórzmy jeszcze raz: atomy s(ebra, których spiny byly ustawione zupelnie
chaotycznie utworzyly dwie oddzielne wiazki. Zupelnie jakby spiny atomów
wiedzialy (tylko skad?), ze wolno im sie ustawic wzgledem pola magnetycznego
w scisle okreslonych kierunkach (dwóch dla atomów srebra o spinie 1/2). Wynik
doswiadczenia nic zalezy od tego, jak obrócimy uklad magnesów wytwarzajacych
pole. Zawsze dostajemy dwie plamki na linii równoleglej do kierunku zmiany pola.
l to plam ki równie intensywne. Choc wynik ten jest wprost fantastyczny, to jednak
tak dzieje sie w doswiadczeniu. Zacznijmy teraz puszczac atomy po kolei
w pewnych odstepach czasu. Pojedynczy atom nawet o znanym z poprzedniego
doswiadczenia ustawieniu spinu wybierze raz jedno, raz drugie ustawienie swego
spinu wzgledem kierunku zmiany pola. Tu tkwi element losowy i to w sytuacji,
gdy o wlasnym polu magnetycznym atomu wiemy chyba wszystko. Mechanika
kwantowa tez, oferuje nam tu tylko prawdopodobienstwo okreslonego zwrotu.
Natomiast skwantowanie rzutu momentu pedu na kazda wyrózniona os jest
jednoznacznym przewidywaniem w tej teorii. Pozwala ona tez obliczyc
z ogromna dokladnoscia wielkosc wlasnego pola magnetycznego zwiazanego
ze spinem, a wieci wielkosc odchylenia kazdej z dwóch wiazek. Dlatego mówimy,
ze nie ma zadnych przeslanek doswiadczalnych na to, zehy poprawiac mechanike
kwantowa·
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