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Za poczatek nowej, kwantowej ery w fizyce pr2yjmuje sie zazwyczaj rok 1900. Wtedy to wlasnie
fizyk niemiecki Max Planck odkryl tak zwany kwant dzialania, którego wielkosc, równa

h = 6,6255' 10- "erg· sek,

jest uniwersalna stala fizyczna charakteryzujaca procesy zachodzace w swiecie obiektów
mikroskopowych. Przedstawiona dalej hipoteza Plancka wyjasniala poczatkowo jedno tylko
zjawisko fizyczm' - rozklad energii promieniowania wysylanego przez rozgrzane cialu fizyczne
miedzy rózne czestotliwosci tego promieniowania. Rozklad ten badano doswiadczalnie,
otrzymujac w rezultacie krzywe w rodzaju przedstawionej linia ciagla na rys.l,
Wielkosc E(v, LIv) równa iloczynowi u(v) . LIv (pole zakreskowane na rysunku) jest iloscia energii
wypromieniowanej przez badane cialo w ciagu jednostki czasu, w zakresie czestotliwosci odI' do
,'+Llv .
Zagadnienie to w teoretycznie wyidealizowanej formie, mianowicie przy zalozeniu, ze
promieniowanie elektromagnetyczne pozostaje w równowadze termodynamicznej z wysylajacym
je cialem, otrzymalo nazwe zagadnienia promieniowania ciala doskonale czarnego. Wedlug
fizyki klasycznej - termodynamiki i elektrodynamiki - rozklad promieniowania ciala doskonale
czarnego powinna opisywac krzywa dana wzorem Rayleigha-Jeansa
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(linia przerywana na rys. 1), co stalo w razacej sprzecznosci z wynikami doswiadczalnymi.
Zreszta wzór ten byl sam w sobie paradoksalny, bowiem calkowita energia wypromieniowana

oc

w jednostce czasu, równa )u(v)dv bylaby nieskonc:wna. Paradoks ten nosi nnwe katastrofy
O

w ultrafiolecie.

Jak pokazal Planck, promieniowanie ciala doskonale czarnego mozna opisac poprawnie, jesli
zalozyc, ze atomy ciala drgajace z czestotliwosciav moga przyjmowac taki jedynie stan ruchu,
by w kazdej chwili ich energia byla równa calkowitej wielokrotnosci wielkosci h'v,
Promieniuja.: lub pochlaniajac promieniowanie atom taki moze zmieniac swoja energie
skokowo - znów o wielokrotnosc "kwantu energii" h .II. Z zalozenia tego Planck wyprowadzil
swój slynny wzór

8712'12 111'

u(v) = ~-----------~--------- .
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który doskonale zgadzal sie z wynikami doswiadczalnymi.

Zakaz przyjmowania energii róznej od/l • h . v (n -liczba naturalna) byl niezrozumialym, wrecz
paradoksalnym dodatkiem do doskonale niemal pieknego gmachu fizyki dziewietnastowiecznej.
Tymczasem coraz to nowe zjawiska swiata obiektów mikroskopowych dawaly sie opisac przy
zalozeniu takich niezrozumialych, administracyjnych ograniczen (zjawisko fotoelektryczne -
Einstein, 1905; cieplo wlasciwe cial w niskich temperaturach -- Einstein, 1907; wreszcie model
atomu - Bohr, 1913). Prawdziwa eksplozja zakazów i nakazów nastapila w optyce, gdzie przy
pomocy takich pojec jak "stany dozwolone" czy "przejscia wzbronione" wyjasniano
z powodzeniem strl1kture widm atomowych. W systemie tym istnialo wiele procesów fizycznych
dajacych sie opisac przez aparat matematyczny i pojeciowy teorii, jednak z niewiadomych
powodów zabronionych przcz jej czesc "administracyjna".
Ten stan rzeczy. zwany obecnie starsza teoria kwantów, nie mógl zadowolic fizyków.
Poszukiwano teorii, w której obserwowane zakazy wynikalyby w konieczny sposób z samego
sposobu opisu zjawisk.

W roku 1925 ukazala sie praca mlodego podówczas fizyka z Getyngi, Wernera Heisenberga
.•Ober quantentheoretische Umdeutung kinematischer und mechanischer Beziehungen",
a nastepnie dwie prace Heisenberga oraz Maxa Borna i Pasquala Jordana zatytulowane
"Zur Quantenmechanik". Autorzy zaproponowali opis ruchu czastek mikroskopowych
w zupelnie nowym jezyku, róznym od mechaniki klasycznej. Z formalnego punktu widzenia
nowa teorie otrzymywali autorzy zastepujac wielkosci fizyczne takie jak polozenie, ped czy
energia czastki przez nieskonczone macierze. Taka "mechanika macierzowa" pozwalala obliczyc
poziomy energetyczne atomu wodoru czy oscylatora kwantowego (te ostatnie - nota bene·-

wynosily (n + -~-). h . v a nie - jak w hipotezie Plancka -n . h . J'), jednak sens matematyczn)
i pojeciowy wprowadzonych macierzy byl jeszcze dosc dlugo niejasny.

Tymczasem w roku 1926 pojawila sie seria prac Erwina Schrodingera, profesora na Politechnice
w Zurychu. który proponowal zastapienie mechaniki klasycznej jeszcze inna teoria, nazwana
wkrótce mechanika falowa. Punktem wyjscia rozwazan Schrodingera byla zauwazona juz dawno
analogia miedzy mechanika a optyka geometryczna.
Optyka geometryczna to bardzo nietypowa teoria fizyczna. Wlasciwie - to bardziej matematyka
niz fizyka. Opisuje ona bieg promieni swietlnych w sytuacjach, gdy wlasnosci optyczne osrodka
bardzo malo zmieniaja sie na odleglosciach rzedu wielu dlugosci fali swietlnej. Ksztaltem
promieni rzadzi zasada Fermata. Glosi ona, ze sposród wszystkich linii laczacych dwa wybrane
punkty osrodka promien swietlny pobiegnie po tej, dla której tak zwana droga optyczna jest
najmniejsza. Droga optyczna jest calka ze wspólczynnika zalamania:
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Na przyklad w osrodku jednorodnym, gdyn(J:) = n = const, droga optycznaJ Jest rowna
iloczynowi stalej n przez dlugosc badanej linii. Oznacza to, ze w tej sytuacji swiatlo biegnie po
liniach naj krótszych - prostych.
Stosujac zasade Fermata mozemy projektowac nawet bardzo skomplikowane urzadzenia
optycme (obiektywy!) nie interesujac sie zupelnie fizyczna natura swiatla.
W mechanice klasycznej istnieje scisly odpowiednik zasady Fermata. Jest to tak zwana zasada
Maupertuis-Lagrange'a. Glosi ona, ze czastka o masiem i energii calkowitej E, poruszajaca sie
z punktu Xo do Xl pod wplywem pola sil o potencjaleV wybiera taki tor, na którym calka
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przybiera wartosc minimalna. Wielkosc~!~-(E- V(x» odgrywa tu jak gdyby role
wspólczynnika zalamania w punkciex dla czastek o energiiE.
Optyka geometryczna nie nadaje sie do opisu zjawisk interferencji i dyfrakcji, w których
ujawnia sie mikroskopowa struktura swiatla. Byc moze - rozumowal Schrodinger - mechanika
klasyczna jest wlasnie "optyka geometryczna" prawdziwej, mikroskopowej mechaniki. Taki
punkt widzenia sugerowaly zreszta wczesniejsze prace mlodego fizyka francuskiego, Louis
de Broglie'a, który postulowal rozwazanie tak zwanych "fal materii". Schrodinger postawil
sobie za cel znalezienie takiej "optyki fizycznej fal materii", dla której "optyka geometryczna"
bylaby mechanika klasyczna ..
Zakladajac mozliwie naj prostsza postac praw takiej optyki otrzymal równanie rózniczkowe,
zwane obecnie równaniem Schrodingera, którego rozwiazania opisywaly na przyklad poziomy
energetyczne elektronu w atomie wodoru.
W kilka miesiecy pózniej Schrodinger zauwazyl, ze jego teoria - z pozoru tak rózna od
podejscia Heisenberga - jest w istocie rzeczy równowazna mechanice macierzowej.
Równowaznosc te zbadali dokladniej P. A. M. Dirac i P. Jordan. Okazalo sie, ze wszystkim
obiektom matematycznym wystepujacym w jednej z tych teorii mozna bylo przyporzadkowac
odpowiednie obiekty drugiej i to w taki sposób, by równania opisujace prawa ruchu w obu teoriach
przeszly wzajemnie na siebie.

Sytuacja byla jednak bardzo dramatyczna. Rozwiazujac równania Schródingera lub
Heisenberga otrzymywano na przyklad czestotliwosci linii widmowych prostych pierwiastków,
jednak ani macierze Heisenberga, ani tajemnicza funkcja falowa'P Schrodingera nie mialy jasnej
interpretacji fizycznej. Równania opisywaly jakies drgania - co gorsza zespolone, bowiem
funkcja falowa przybiera wartosci zespolone - ale nie wiedziano co tam mianowicie drga.
Wkrótce Schrodinger zauwazyl - ciagle jeszcze w tym samym, przelomowym roku 1926 - ze
z jego równania wynika prawo zachowania calki (rozciagnietej po calej przestrzeni) z kwadratu
modulu funkcji falowej:

d

di- ~ !'P(x, I)!'dx = O.
(1)

Zaproponowal zatem,by 1'P(x, 1)1' uwazac za gestosc ladunku elektrycznego, dzieki czemu
równanie (1) wyrazaloby prawo zachowania calkowitego ladunku. Elektron bylby wiec grudka
naladowanej materii o gestosciI'PI'.
Taka interpretacja nie dala sie jednak utrzymac. Przeczylo jej 2.byt wiele faktów. Omówimy tu
naj prostszy z nich, tzw. rozplywanie sie paczki falowej.
Otóz w nieobecnosci sil ;"ewnetrznych rozwiazania równania Schrodingera rozplywaja sie po
calej przestrzeni niemal jak gaz doskonaly, któremu dac dostatecznie duzo miejsca na
rozprezenie. Istnieje na przyklad rozwiazanie, dla którego rzekoma gestosc ladunku ma postac
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Jezeli uklad jest scharakteryzowany pr~ez
pewna zmienna x, to prawdopodobienstwo
wystapienia w tym ukladzie fluktuacji.
w wyniku których zmienna moze zmieniac sie
w przedziale (x, x+dx) jest dane przez
rozklad Gaussa

l {(X-XO)'}dw = Y2.na2 exp - ·-2~ dx.

gdzie kwadrat dyspersji (wariancji) al =
= (x-xo}2 równa sie sredniemu odchyleniu
kwadratowemu od wartosci srednic; 't"(>
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gdzie m jest masa elektronu, fl = ---, zas a jest dowolna stala o wymiarze dlugosci. Poznajemy

2n
tu rozklad normalny Gaussa o dyspersji równej

a' '1 /J-~-h' ('.V 4m'if'

Gdyby nawet a (dyspersja w chwili1 = O) byla mikroskopowo mala, to i tak po dostatecznie
dlugim czasie mozemy uzyskac dowolnie, makroskopowo wielka dyspersje. Dokonujac pomiarów
na takim elektronie, rozmytym na przyklad na obs:<.arzestu kilometrów, powinnismy wykrywac
zawsze tylko te czesc ladunku, która lezy w zasiegu naszej aparatury. Tymczasem nigdy nie
zarejestrowano czesci ladunku elementarnego. We wszystkich znanych nam pomiarach ladunek
elektronu pojawia sie zawsze jako calosc. Widac to dobrze w doswiadczeniach z dyfrakcja
elektronów na krysztalach, w których najlepiej manifestuja sie "falowe" wlasnosci materii
(patrz "Delta" 10/75).
Linia falista na rys.2 przedstawia wartosci funkcji11/'1' w róznych punktach ekranu. Wartosci te
w uderzajacy sposób zgadzaja sie z gestoscia zaczernienia emulsji fotograficznej. która pokryto
ekran, proporcjonalna do ilosci elektronów padajacych w danym punkcie. Zaczernienie to
sklada sie jednak z duzej ilosci pojedynczych plamek, z których kazda swiadczy
o zarejestrowaniu jednego, calego, mikroskopowo malego elektronu.

Zasadniczego przewrotu, który ostatecznie [.konstytuowal mechanike kwantowa, zmieniajac
calkowicie sposób fizycznego opisu mikroswiata dokonala hipott-za Maxa Borna
o probabilistycznej inte.rpretacji funkcji falowej. Zaproponowal on - ciagle jeszcze w roku1926-
by gestosc 11/,(x, tW interpretowac jako gestosc prawdopodobienstwa zarejestrowania elektronu
(ale calegoelektronu) w chwili t w punkcie x.
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(2)

Dokladniej, liczba

p(x(t) E~) = ~IIp(x, t)1'dxli
równa Jest prawdopodobienstwu zarejestrowania elektronu w chwilit w obszarze ~. Dzieki
równosci (1) funkcja falowa daje sie unormowac, to znaczy pomnozyc przez taka stala, by
prawdopodobienstwo zarejestrowania elektronu gdziekolwiek (tzn. w calej przestrzeni) bylo
stale równe jednosci.

W tym momencie Rubikon zostal przekroc2.0ny. Fizyka mikroswiata zerwala z tradycyjnym
jezykiem, uksztaltowanym dzieki potocznemu, makroskopowemu doswiadczeniu i stala sie teoria
probabilistyczna. Dziwna to jednak probabilistyka - jakze rózna od klasycznej teorii
prawdopodobienstwa, której uczymy sie w szkole. "Teatrem dzialan" jest tu (podajemy
wspólc2.esna wersje teorii) tak zwana przestrzen Hilberta - abstrakcyjna przestrzen wektorowa
nad cialem liczb zespolonych, na ogól nieskonczenie wymiarowa. Jako konkretne przedstawienie
takiej przestrzeni mozna wziac na przyklad zbiór schrodingerowskich funkcji falowych.
W przestrzeni Hilberta okreslony jest iloczyn skalarny, który parze wektorówlp i q;
przyporzadkowuje liczbe zespolona oznaczana zazwyczaj(lp, q;). Zaklada sie przy tym, ze iloczyn
skalamy Jest:
10 liniowy w pierwszym czynniku:

(IXlpl +/Jlp" q;) = IX(lp, , q;)+P(lp" q;)

20 zmienia swa wartosc na liczbe sprzezona przy zamianie kolejnosci czynników:

(q;, lp) = (lp, q;)

30 dodatnio okreslony, to znaczy(rp, lp) ~ O, przy czym równosc zachodzi tylko dla wektora
zerowego.
W przedstawieniu schrodingerowskim iloczyn skalarny dwu wektorów (funkcji falowych) dany
jest calka z iloczynu:

(lp, q;) = ~lp(x) q; (x)dx
(calka rozciagnieta na cala przestrzen).
Przestrzen Hilberta ma wiele cech znanych nam przestrzeni euklidesowych. Dzieki iloczynowi
skalarnemu mozna na przyklad okreslic pojecie dlugosci wektora:

Illpll = y' (lp, lp).

Mozna tez mówic o prostopadlosci wektorów, gdy ich iloczyn skalarny równy jest zeru.
Ogólniej - mozna okreslic kat1: (lpl' lp,) miedzy dwoma kierunkami reprezentowanymi przez
wektory lp, i lp,. Przyjmujemy mianowicie

(3) cos-l::(lp,.lp,) = ..I(lp~, lp,)!
.,
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Przez "kierunek" rozumiemy tutaj cala jednowymiarowa podprzestrzen zlozona ze wszystkicjl.
wektorów proporcjonalnych do danego. Kierunek mozna reprezentowac na przyklad wektore1n
o dlugosci jednostkowej: I!lplI = l.
Wybór takiego reprezentanta oznacza, w jezyku funkcji falowych, spelnienie warunku
unormowania gestosci prawdopodobienstwa, bowiem

IIlpll = ~IIp(xWdx.

W ten sposób mechanika kwantowa stala sie jak gdyby geometria przestrzeni Hilberta. Stany
opisywanego ukladu fizycznego (a przynajmniej tak zwane stany czyste) odpowiadaja wlasnie
kierunkom w przestrzeni Hilberta. Kazdym dwu stanom mozna przypisac liczbe dodatnia
zawarta miedzy zerem a jednoscia, zwana prawdopodobienstwem przejscia. Jest ona równa
kwadratowi kosinusa kata zawartego miedzy nimi. Reprezentujac oba stany (kierunki) wektorami
unormowanymi (Ji'PJ II = Illp,11= l) otrzymujemy zgodnie z (3) nastepujaca wartosc
prawdopodobienstwa przejscia:

P(lp, , lp,) = I(lp" 'P,W.

Aby zrozumiec sens fizyczny liczbyP(lp" VI,) wyobraZJnY sobie filtr Flp, (rys. 3), który z kazdej
wiazki elektronów przepuszcza tylko te, które sa w stanie'P,. Niech - dla ustalenia uwagi -lpl
oznacza stan, w którym spin elektronu jest skierowany w góre, w kierunku osiz. Filtrujac
dowolny strumien elektronów przez F'/'l otrzymujemy wiazke w stanie cz)stym, w której
wszystkie spiny sa skierowane w góre. Niech teraz lp, oznacza stan, odpowiadajacy innej, ale
ustalonej konfiguracji spinu zas F,/,>- odpowiedni filtr. Filtr ten jest oczywiscie tym samym
urzadzeniem fizycznym co Fv,l' tylko nieco obróconym przestrzennie. Jak sie okazuje, pewna
czesc elektronów wiazki przefiltrowanej przezF'/'I (a wiec bedacych w stanie'PI) przejdzie
równiez przez F,/", co oznacza, ze sa one w stanielp,. Jak sie obecnie wydaje, w przypadku
pojedynczego elektronu nie potrafimy nigdy przewidziec czy przejdzie on przezF'/'2 czy nie.
Natomiast prawdopodobienstwo takiego przejscia jest równe wlasnieP(lpl' 'P,).
Taka kwantowa teoria prawdopodobienstwa wykazuje wiele zadziwiajacych wlasnosci, nie
znanych w klasycznym rachunku prawdopodobienstwa. Trudno omówic je w krótkim artykule.
Warto jednak wspomniec, ze ostateczny ksztalt pojeciowy ?awdziecza ona w duzej mierze
P. A. M. Diracowi, którego piekna ksiazka "Principles of Quantum Mechanics"(I wyd. w r. 1930)
byla zródlem natchnienia dla wielu pokolen fizyków i matematyków. Struktura matematyczna
nowej teorii, przez dlugi czas nie w pelni zrozumiala, zostala zbadana przez Johna von Neumanna,
który wlasnie pod koniec lat 20-tych byl asystentem wielkiego Dawida Hilberta w Getyndze
i tam zetknal sie osobiscie z twórcami mechaniki kwantowej. Wlasnie von Neumann wprowadzil
pojecie abstrakcyjnej przestrzeni Hilberta, zinterpretowal "macierze" Heisenberga jako operatory
w tej przestrzeni i z.badal ich wlasnosci, co dalo poczatek nowemu dzialowi analizy
funkcjonalnej.
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Ciekawe, ze sam Hilbert w swej teorii równan calkowych, opublikowanej
dwadziescia lat przed powstaniem mechaniki kwantowej, wprowadzil pojecie tak zwanego widma
formy kwadratowej. Jak sie okazalo, energia atomu wyraza sie wlasnie przez forme kwadratowa,
której widmo (w sensie Hilberta) odpowiada obserwowanemu w spektroskopie widmu I
promieniowania wysylanego przez swiecace atomy.
Genialna intuicja Hilberta objawila sie jeszcze raz w roku 1925, gdy Bom i Jordan próbowali
zasiegnac jego rady w sprawie pewnych trudnosci matematycznych zwiazanych z macierzami
nieskonczonymi. Hilbert od powiedzial wówczas, ze jedynym miejscem,' gdzie takie macierze
pojawiaja sie w sposób naturalny, jest teoria równan. Naklanial wiec fizyków do szukania
odpowiedniego równania rózniczkowego - wlasnie pózniejszego równania Schrodingera - jednak
Bom i Jordan nie potraktowali wówczas tej rady powaznie. Mechanika kwantowa, a nawet jej
wersja relatywistyczna podana w roku 1928 przez Diraca, nie rozwiazala bynajmniej wszystkich
trudnosci opisu mikroswiata. Wiele klopotów filozoficzno-pojeciowych nastreczal fakt,
ze funkcje falowa potrafimy przypisac jedynie zespolom statystycznym - na przyklad zbiorowi
czastek produkowanych przez dany akcelerator, przy ustalonych parametrach makroskopowych,
takich jak napiecia przyspieszajace, szerokosci szczelin kolimatorów itp. Natomiast próby
zdefiniowania funkcji falowej pojedynczego mikroobiektu - na przyklad przypadkowo zblakanej
czastki promieniowania kosmicznego - prowadzily do paradoksalnych wniosków - slynne sa
paradoksy Einsteina-Rosena-Podolsky'ego (patrz artykul G. Bialkowskiego) oraz Schrodingera.
Jak dotychczas jednak próby zastapienia mechaniki kwantowej czyms innym nie powiodly sie.
Wyjasniajac ogromna ilosc zjawisk z tak róznych dziedzin jak optyka, teoria ciala stalego,
fizyka jadrowa jest ona obecnie" wzorcowa" teoria mikroskopowa. Na jej obraz
i podobienstwo budujemy teorie opisujace systemy nawet duzo bardziej skomplikowane niz
mechaniczne uklady kilku czastek (pole elektromagnetyczne). Kryje sie w tym jednak ogromna
ilosc zagadek i niejasnosci dotychczas nie rozwiazanych.
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F 33. Dwa niezalezne monochromatyczne zródla swiatla A i B (patrz rysunek) emituja fotony,

które sa nastepnie rejestrowane przez detektory I i 2. Odleglosci miedzy zródlami oraz miedzy
detektorami sa znacznie mniejsze niz odleglosci zródel od detektorów. Nalezy znalezc
prawdopodobienstwo jednoczesnego (w czasie .dr) zarejestrowania koincydencji fotonów przez
oba detektory. Pokazac, ze badajac zaleznosc liczby koincydencji od odleglosci miedzy
detektorami mozna zmierzyc odleglosc miedzy dwoma odleglymi zródlami swiatla.

(A. Para)
Wskazówka: Amplitude rejestracji przez detektor l (w czasie .dr) fotonu wyslanego ze zródla A

mozna zapisac w postaci/At = ceik', gdzie r - odleglosc detektora od zródla,i - jednostka
urojona, zas c ik - stale, przy czym stala c jest na ogól zespolona. Oznacza to, ze
prawdopodobienstwo zarejestrowania w detektorze l fotonu pochodzacego ze zródla A wynosi

PAt = I/Alj2 (Iaj' = a' a, (l-liczba zespolona sprzezona za).
Przed rozwiazywaniem zadania Czytelnik powinien przeczytac artykuly G. Bialkowskiego
i J. Kijowskiego.
Rozwiazanie na str. 17

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKl

M 97. Udowodnic, ze jezeli liczby dodatniex, y, z sa kolejnymi wyrazami ciagu geometlycznego,
liczby zasu, b, c - ciagu arytmetycznego, to

xbyczu = xcyuzb.

Rozwiazanie na str. 2

M 98. W pewnym panstwie, w którym jestn ;:;.2 miast, wybudowano siec dróg laczacych
parami te miasta, przy czym
10 drogi laczace rózne pary miast nie krzyzuja sie (ale moga byc skrzyzowania dwupoziomowe,
jednak bez mozliwosci zjechania z jednej drogi na inna),
ze z kazdego miasta mozna dojechac do kazdego innego jedna tylko trasa.
Udowodnic, ze omawiana siec sklada sie zn-l odcinków laczacych parami miasta.
Rozwiazanie na str. 14

M 99. Udowodnic, ze kazda potega o wykladniku naturalnym dowolnego wyrazu ciagu
arytmetycznego o pierwszym wyraziea' i róznicy 20, gdziea jest liczba calkowita, jest wyrazem
tego ciagu.
Rozwiazanie na str. 14
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