
Tylk o cyrklem

Dr Marek KORDOS

W artykule M. Brynskiego (»Delta«, 6, 1976) podane zostalo kryterium analityczne
(czyli rachunkowe), jakie spelniaja wszystkie punkty konstruowalne (z pewnego
ukladu danych wyjsciowych) za pomoca cyrkla i linijki. Tutaj spróbuje przekonac
Czytelników, ze jezeli ograniczymy srodki konstrukcyjne eliminujac linijke, to
zbiór punktów konstruowalnych nie zmieni sie. Czyli, ze samym cyrklem
mozna skonstruowac wszyst~ie te punkty, które moga byc skonstruowane cyrklem
i linijka. Udowodnil to matematyk wloskiMascheroni (maskeroni) i opublikowal
w 1797 roku w pracyGeometria dei compasso(geometria cyrkla). Wiedziano
o tym zreszta juz sto lat wczesniej (np. DunczykMohr (mor) w ksiazce
Euklides Danicus (Euklides dunski», ale zwyczajowo przypisuje sie ten rezultat
Mascheroniemu ze wzgledu na scislosc i kompletnosc jego pracy.
Umówimy sie, ze dalej male litery lacinskiea, b, c, d oznaczac beda proste, duze
litery lacinskie A, B, e, D, o, P - punkty. Napis pr.AB oznacza prosta
przechodzaca przez punktyA i B, o(A, BO) - okrag o srodkuA i promieniu
Be. Napis

a: a ..L b /I. A E a

bedziemy odczytywac:a jest prosta prostopadla do b przechodzaca przez A.Sadze,
ze po tych ustaleniach dalej uzywane wzory beda zrozumiale.
W szczególnosci konstrukcje cyrklem i linijka pozwalaja nam wykonywac
nastepujace czynnosci:
jesli punkty A, B,e, proste a, biokregi 01' 02 sa dane badz uzyskane
w poprzednich etapach konstrukcji, to mozemy uzyskac jeszcze

1. c: c = pr. AB

2.03: 03 = o (A, Be)

3. D: {D} = a (') b

(o ile prostea i b nie sa równolegle)

4. Dl' D2: {Dl' D2} = a (') 01

(o ile prosta a nie lezy za daleko od srodka okregu01)

5. Dl' D2: {Dl' D2} = 01 (') 02

(o ile okregi nie leza zbyt daleko, ani zbyt blisko).

Rezultat Mascheroniego polega na wykazaniu, ze skreslenie z tej listy czynnosci
1,3 i 4 nie zmieni otrzymanego zbioru punktów. Abysmy i my mogli ten rezultat
uzyskac, musimy udowodnic, ze odpowiednio wykonujac czynnosci 2 i 5 mozemy
(*) majac daneA, B, Al' Bl takie, zeA =F B i Al =FBl znalezc

e: {e} = pr. AB (') pr. Al Bl,
o ile pr. AB "li-pr. Al Bl
(**) majac dane01 i A, B takie, zeA =FB znalezc

Dl,D2: {Dl,D2} = pr. AB (') 01

Czynnosci (*) i (**) zastapia czynnosci 3 i 4. Czynnosci 1 nie musimy zastepowac,
bo nie prowadzi ona do uzyskania nowych punktów.

INWERSJA
zwana tezsymetria wzgledem okregubedzie naszym glównym narzedziem.
Zapomnijmy wiec na chwile o naszym zamierzeniu i zajmijmy sie badaniem
wlasnosci tego pojecia. Trzeba je najpierw zdefiniowac.
Punkty P i P' sa symetryczne wzgledem okregu0(0, oc),gdzie ocjest liczba
dodatnia, wtedy i tylko w tedy, gdy leza na tej samej pólprostej o poczatku w O
i OP· OP' = oc2•

Zauwazmy, ze nie istnieje punkt symetryczny doO wzgledem0(0, oc), zas
punkty okregu0(0, oc) sa same do siebie symetryczne.
Inwersja wzgledem0(0, oc) nazywamy przeksztalcenie przyporzadkowujace
kazdemu punktowi P =FO punkt P' symetryczny do P wzgledem 0(0, oc).
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Punkty A, B, D jako równoodlegle odPl ip.
leza na jednej prostej. A wiecD jest srodkiem
AB.

Dane: A, B (rózne)

C: C = Ss(A)
o,: Ol = 0(.04, AB)
O,: O, = o (C, CA)

P" P,: {P" P,} = O, () o.
o,: 03 = o (P" P,A)
o.: o. = o (P" P,A)

D: {A, D} = 03 () o.
Trójkaty AP,D iACPl sa podobne, bo maja

kat wspólny i sa równoramienne. Zatem

01 = o(A, AP)

Oz = o(B, BP)

{P, P'} = 01 (")Oz

a;~

OB = OB'

PROSTE KONSTRUKCJE CYRKLEM

Zadanie: Znalezc obraz symetrycznyp' punktu P wzgledem prostejAB.
Rozwiazanie: DaneA, B, P (parami rózne). Konstruujemy

a;z

OA = OA'

.OA OB'

czylI OB =. OA' , Stad teza.

Wynika stad, ze
(I) Obrazem okregu przechodzacego przez O w inwersji wzgledem 0(0,a;) jest
prosta nie przechodzaca przez O.
Jest nia mianowicie prosta prostopadla do srednicy przeksztalcanego okregu
przechodzacej przezO i przechodzaca przez obraz drugiego konca tej srednicy.
Dowód odczyta Czytelnik z rysunku.
(II) Obrazem prostej nie przechodzacej przez O w inwersji wzgledem 0(0,a;) jest
okrag przechodzacy przez O.
Jest tak dlatego, ze dwukrotne wykonanie inwersji wzgledem tego samego okregu
jest tozsamoscia. -
(III) Obrazem prostej przechodzacej przez O w inwersji wzgledem 0(0,a;) jest ta
sama prosta.
To chyba nie wymaga dowodu.Iwreszcie
(IV) Obrazem okregu nie przechodzacego przez O w inwersji wzgledem 0(0,a;)

jest okrag.

Przeksztalcamy mianowicie sredniceAB (patrz rysunek) a nastepnie stwierdzamy,
ze dla dowolnego punktu P okregu przeksztalcanego katA'P'B' jest prosty.
Jako zadanie dla Czytelników pozostawiamy wykazanie, ze
(V) Jezeli styczne do okregu01 poprowadzone w punktach przeciecia01 z 0(0, a;)

przechodza przez O, to obrazem01 w inwersji wzgledem 0(0, a;)jest01'

01 : 01 = o(A, AB)

Oz : Oz = o(B, BA)

Pl'PZ: {Pl'PZ} = 01 (")Oz

03: 03 = o(Pl,PlA)

P3: {A, P3} = 03 (") Oz

04: 04 = 0(P3,P3P1)

C: {Pl,C} = 04 (") Oz

Oczywiscie C jest obrazem symetrycznym punktuA wzgledem punktu B. Mozemy
wiec za pomoca samego cyrkla konstruowac obrazy symetryczne punktuP
wzgledem (nie narysowanej!) prostej - oznaczac te konstrukcje bedziemy
przez SpJ'AB(P) i wzgledem punktu-SA(P), Mozna tez znalezc srodekM(AB)
punktów A i B - przepis na marginesie - prosze wykonac rysunek.
Mozemy tez znalezc rzut prostokatny punktuP na prosta AB - jest to przeciez

M(P Spr'AB(P»,

Mozemy równiez znalezc punkt prostej prostopadlej do pr .AB w punkcie B.
Jest nim punkt

D: {B, D} = 03 (")04

gdzie 03 i 04 uzyskujemy jak w konstrukcji symetrii srodkowej.

Prawda?

A co otrzymamy z nastepujacej konstrukcji?
Dane: A, B (rózne)

Potrzebne nam wlasnosci inwersji sa prostymi konsekwencjami nastepujacego
twierdzenia:
Jesli punkty A i B sa symetryczne wzgledem 0(0,a;) do punktów A' i B', to
{: OAB = {: OB'A'.
Dowód: Trójkaty OAB i OB'A' sa podobne, bo maja kat wspólny ( {:AOB)
oraz

ABADAD
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p~ 1 = Sp'(O)- n

P~-2 = Sp~_l(O)
itd.,

po = SP1(O)

•
A

"--

·A

KONSTRUUJEMY OBRAZY INWERSYJNE
Najpierw inwersja punktu.

Dane: ° = 0(0, a) i P =1=O

01 : 01 = O(P, PO)

Al,A2: {Al,A2} = 01 () °
02: 02 = o(Al, Al O)
03: 03 = 0(A2, A20)

P': {O, P'} = 02 () 03

Trójkaty OAIP i OP'Al sa podobne, bo maja kat wspólny i sa równoramienne.
Zatem

OP _ OAl
OAl - OP'

czyli OP· OP' = (OA1)Z = aZ. Poniewaz punktyO, P, P' sa jednakowo
odlegle odAl i Az, wiec... udalo sie.
Jest jednak jedno "ale":, moga nie istniec punktyA 1 i Az. Gdy jednak P lezy za
blisko O, to zamiastP bierzemyPl = Sp(O), gdy i dla Pl konstrukcja nie da sie
wykonac, to bierzemyPz = Sp/O) itd, az konstrukcja dla pewnegoPn da sie
wykonac dajacP~.Czytelnik zechce wykazac, ze jesli dlaP~wykonamy
analogiczne symetrie jak dlaP, to otrzymamy zadany punktr.
Teraz znajdziemy obraz pr.AB w inwersji wzgledem0(0, a). Wobec (III)
wystarczy rozpatrzec tylko przypadek, gdyO rt pr. AB. Niech P bedzie rzutem
prostokatnym O na pr. AB (umiemy go znalezc). Niech C bedzie srodkiemOP' .
Z (II) wynika, ze o(C,CO) jest obrazem pr.AB w inwersji wzgledem0(0, a).

JAK MASCHERONI
Znalezienie za pomoca cyrkla przeciecia pr.AB i pr. CD teraz juz nie nastrecza
trudnosci - znajdujemy obraz inwersyjny obu prostych wzgledem okregu
0(0, ci) takiego, zeO rt pr. AB () pr. CD. Otrzymujemy okregi01 i 02przechodzace
przez O. Oznaczmy przezP drugi punkt przeciecia°1 i °2, Wówczasr jest
punktem przeciecia naszych prostych. Zas gdy01 i Oz sa styczne, to prosteAB
i CD sa równolegle.
Gdy chcemy znalezc przeciecie pr.AB z okregiem01 = 0(01, (Xl) i gdy
01 rt pr. AB, sprawa jest jeszcze mniej klopotliwa. Znajdujemy obrazOzprostejAB
w inwersji wzgledem01' JezeliPl i Pz sa przecieciami01 i 02' to sa równiez
przecieciami01 i pr. AB (czemu?).
Jedynym zatem klopotliwym przypadkiem jest poszukiwanie przeciecia prostej
A01 z okregiem01 = 0(01,(X1)' W tym przypadku obieramy taki punkt C,
który nie lezy na prostejAOl i taki, ze COl> (Xl' Niech C1 bedzie srodkiem
COl' Niech punkty Dl i Dz beda przecieciami0(C1, CI C) Z 0l' Okrag ° =
= o(C, Dl) ma styczne wDl i Dz przechodzace przezOl (prosze uzasadnic).
Wobec tego na mocy (V) obrazem 0l w inwersji wzgledem° jest 01' Niech 02
bedzie obrazem-pr.AOl wzgledemo. Jesli zatemPl i Pz sa przecieciami01 i Oz,
to P~ i P~ (wzgledemo) sa przecieciami01 i pr. AB.
Udowodnilismy zatem, ze Mascheroni mial racje. Mozemy wiec kazda konstrukcje,
wykonalna cyrklem i linijka, wy~onac samym cyrklem. Wiemy nawet jak.
Oczywiscie na ogól istnieje konstrukcja prostsza od tej, która uzyskalibysmy
nasladujac w podany wyzej sposób znane konstrukcje cyrklem i linijka.
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