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Tylko cyrklem

Dr Marek KORDOS

W artykule M. Brynskiego (»Delta«, 6, 1976) podane zostalo kryterium analityczne
(czyli rachunkowe), jakie spelniaja wszystkie punkty konstruowalne (z pewnego
ukladu danych wyjéciowych) za pomoca cyrkla i linijki. Tutaj sprébuje przekonaé
Czy telnikdw, ze jezeli ograniczymy $rodki konstrukcyjne eliminujac linijke, to
zbiér punktéw konstruowalnych nie zmieni sig. Czyli, Ze samym cyrklem
mozna skonstruowa¢ wszystkie te punkty, ktore moga by¢ skonstruowane cyrklem
i linijkg. Udowodnit to matematyk wloski Mascheroni (maskeroni) i opublikowat
w 1797 roku w pracy Geometria del compasso (geometria cyrkla). Wiedziano
o tym zreszta juz sto lat wczesniej (np. Dunczyk Mohr (mor) w ksigzce
Euklides Danicus (Euklides dunski)), ale zwyczajowo przypisuje si¢ ten rezultat
Mascheroniemu ze wzgledu na $cisto$¢ i kompletnos¢ jego pracy.
Uméwimy sig, ze dalej mate litery facinskie a, b, ¢, d oznacza¢ beda proste, duze
litery lacinskie 4, B, C, D, O, P — punkty. Napis pr. 4B oznacza prostg
przechodzaca przez punkty A i B, o(4, BC) — okrag o §rodku A i promieniu
BC. Napis

a: al bAAea

bedziemy odczytywac: a jest prostq prostopadlq do b przechodzqcq przez A. Sadzg,
ze po tych ustaleniach dalej uzywane wzory bgdg zrozumiale.

W szczegdlnodci konstrukcje cyrklem i linijka pozwalaja nam wykonywa¢
nastgpujace czynnosci:

Jjesli punkty A, B, C, proste a, b i okregi o,, 0, sq dane bad? uzyskane

w poprzednich etapach konstrukcji, to mozemy uzyskac jeszcze

l.c: ¢c=pr. AB
2.03: 05 =0 (4, BC)
3.3.0:{D}=anb
(o ile proste a i b nie s3 réwnolegle)
4. D,,D,: {D,,D,} =a no,
(o ile prosta a nie lezy za daleko od $rodka okregu o,)
5.D,,D;: {Dy,D;} =0, no,
(o ile okregi nie leza zbyt daleko, ani zbyt blisko).

Rezultat Mascheroniego polega na wykazaniu, Ze skre§lenie z tej listy czynnosci
1, 3 i 4 nie zmieni otrzymanego zbioru punktéw. Aby$my i my mogli ten rezultat
uzyska¢, musimy udowodnié, ze odpowiednio wykonujac czynnosci 2 i 5 mozemy
(*) majgc dane A4, B, 4,, B, takie, ze 4 # Bi A, # B, znaleid

C: {C} =pr.AB npr. 4, B,,
oile pr. AB ¥ pr. 4, B,
(**) majac dane o, i 4, B takie, ze A # B znalezé

DIlDZ: {D]_,Dl} =pl‘. AB mno;

Czynnoéci (*) i (**) zastapia czynnoéci 3 i 4. Czynnoéci 1 nie musimy zastgpowaé,
bo nie prowadzi ona do uzyskania nowych punktow.

INWERSIJA

zwana teZ symetriq wzgledem okregu bedzie naszym gléwnym narzedziem.
Zapomnijmy wigc na chwilg o naszym zamierzeniu i zajmijmy si¢ badaniem
wiasnosci tego pojecia. Trzeba je najpierw zdefiniowaé.

Punkty P i P' sq symetryczne wzgledem okregu o(0, o), gdzie « jest liczbq
dodatniq, wtedy i tylko wtedy, gdy lezq na tej samej polprostej o poczqtku w O
iOP- 0P = o2

Zauwazmy, Ze nie istnieje punkt symetryczny do O wzgledem o(0, «), za$
punkty okregu o(0, o) sa same do siebie symetryczne.

Inwersjq wzgledem o(O, o) nazywamy przeksztalcenie przyporzadkowujqce
kazdemu punktowi P # O punkt P' symetryczny do P wzgledem o(0, o).
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Potrzebne nam wlasnosci inwersji sa prostymi konsekwencjami nast¢pujacego
twierdzenia:

Jesli punkty A i B sq symetryczne wzgledem o(0, o) do punktow A" i B', to
< OAB = < OB'A".
Dowéd: Tréjkaty OAB i OB'A’ sa podobne, bo maja kat wspélny (< AOB)

oraz
o? . o?
. OA OB’
czyli OB = 04" Stad teza.

Wynika stad, ze

(I) Obrazem okregu przechodzqcego przez O w inwersji wzgledem o(0O, ) jest
prosta nie przechodzqca przez O.

Jest nig mianowicie prosta prostopadia do $rednicy przeksztalcanego okrggu
przechodzacej przez O i przechodzaca przez obraz drugiego konca tej Srednicy.
Dowdd odczyta Czytelnik z rysunku.

(II) Obrazem prostej nie przechodzqcej przez O w inwersji wzgledem o(O, ) jest
okrag przechodzqcy przez O.

Jest tak dlatego, ze dwukrotne wykonanie inwersji wzgl¢dem tego samego okrggu
jest tozsamoscig.

(IIX) Obrazem prostej przechodzqcej przez O w inwersji wzgledem o(0, «) jest ta
sama prosta.

To chyba nie wymaga dowodu. I wreszcie

(IV) Obrazem okregu nie przechodzqcego przez O w inwersji wzgledem o(O, )
Jjest okrqg.

Przeksztalcamy mianowicie §rednice AB (patrz rysunek) a nastepnie stwierdzamy,
ze dla dowolnego punktu P okregu przeksztalcanego kat A'P'B’ jest prosty.

Jako zadanie dla Czytelnikéw pozostawiamy wykazaniz, Ze

(V) Jezeli styczne do okregu o, poprowadzone w punktach przecigcia o, z o(0, )
przechodzq przez O, to obrazem oy w inwersji wzglgdem o(0O, ) jest o, .

PROSTE KONSTRUKCJE CYRKLEM

Zadanie: Znalez¢ obraz symetryczny P’ punktu P wzgledem prostej 4B.
Rozwigzanie: Dane 4, B, P (parami rozne). Konstruujemy

. 0y 0, =0(A, AP)

0;: 0, = o(B, BP)

P {P,P'} =0, no,

h.
w»

Prawda?

A co otrzymamy z nastepujacej konstrukcji?
Dane: A4, B (rézne)

0y 0, = o(4, AB)

Gyt 0, = o(B, BA)

Pl,Pz: {PI,P2}=01 N o,

03: 03 = 0(Py, P A)

P;: {A‘P3}=03 N 03

04: 04 = 0(P3,P3 Py)

(84 Py ,C} =
Dane: A, B (réine) . . { ! C} %K
C:  C=SyA) Oczywiscie C jest obrazem symetrycznym punktu 4 wzgledem punktu B. MoZemy
Biis . 0y = old, 43) wigc za pomocg samego cyrkla konstruowaé obrazy symetryczne punktu P
‘;’l' - ‘{"Pl“ ';:}Cf:)n = wzgledem (nie narysowanej!) prostej — oznaczaé te konstrukcje bedziemy
B 5 =0 (P Pid) przez S,,,.A,,(P) i wzglcdt_:m punklu_ —S_A(P). Mozna tez znalez¢ §rodek M(4B)
068 04 =0 (P, P1A) punktéw A4 i B — przepis na marginesie — prosz¢ wykona¢ rysunek.
D: {A, D} = 03N 04 7 z = i
< Sy e A Mozemy tez znalez¢ rzut prostokatny punktu P na prostg 4B — jest to przecieZ
kat wspolny i sg rownorami Zatem M(P sur‘AB (P))
.. 4D APy _ AR} Mozemy réwniez znaleZé punkt prostej prostopadlej do pr. AB w punkcie B.
AB AP AC AC 2 Jest nim punkt
Punkty 4, B, D jako réwnoodlegle od P, i P, D: {B,D} =03 Nnoy4
le#a na jednej prostej. A wiee D jest srodkiem = 5 3 5 T .
AB, gdzie 04 1 04 uzyskujemy jak w konstrukcji svmetrii srodkowej.
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Pn_y = Se/(0)

’
Pn-2 =S (0)
itd.

P =5p{0)

KONSTRUUJEMY OBRAZY INWERSYJNE
Najpierw inwersja punktu.

Dane: o =0o(0,a)i P # O
0y: o, = o(P, PO)
Ay, Ay {A;,A} =0y no
031 0, =0(A4,,A4,0)
03 03 = 0(A4,, 4,0)
P {O,P'} =0; Nno;
Tréjkaty OA, P i OP'A, sa podobne, bo maja kat wspélny i sa réwnoramienne.

Zatem

OP 04,

O4,  OP'
czyli OP- OP' = (0A,)* = «>. Poniewaz punkty O, P, P’ sg jednakowo
odlegle od A, i A,, wigc... udalo sig.
Jest jednak jedno ,,ale”: moga nie istnie¢ punkty 4, i 4,. Gdy jednak P lezy za
blisko O, to zamiast P bierzemy P, = Sp(0), gdy i dla P, konstrukcja nie da sig¢
wykonaé, to bierzemy P, = S, (O) itd, az konstrukcja dla pewnego P, da si¢
wykona¢ dajac P,. Czytelnik zechce wykazaé, Ze jedli dla P, wykonamy
analogiczne symetrie jak dla P, to otrzymamy zadany punkt P’.
Teraz znajdziemy obraz pr. AB w inwersji wzgledem o(0, «). Wobec (III)
wystarczy rozpatrze¢ tylko przypadek, gdy O ¢ pr. AB. Niech P bedzie rzutem
prostokatnym O na pr. AB (umiemy go znalez¢). Niech C bedzie érodkiem OP',
Z (II) wynika, ze o(C, CO) jest obrazem pr. AB w inwersji wzgledem o(0, «).

JAK MASCHERONI

Znalezienie za pomoca cyrkla przecif;cia pr. AB i pr. CD teraz juZ nie nastrgcza
trudnosci — znajdujemy obraz inwersyjny obu prostych wzglgdem okregu

0(0, o) takiego, ze O ¢ pr. AB n pr. CD. Otrzymujemy okregi o, i 0, przechodzace
przez O. Oznaczmy przez P drugi punkt przecigcia o, i 0,. Wowczas P’ jest
punktem przecigcia naszych prostych. Zas gdy o, i 0, s3 styczne, to proste AB

1 CD s3 réwnolegle.

Gdy chcemy znalezé przecigcie pr. AB z okrggiem o, = o(0,, «,) i gdy

O, ¢ pr. AB, sprawa jest jeszcze mme_] klopolllwa anjdujemy obraz o, prostej AB
w 1nwersll wzgh;dem 0,. Jezeli P, i P, sg przecigciami o i 0,, to sg rowniez
przecigciami o, i pr. AB (czemu?).

Jedynym zatem klopotliwym przypadkiem jest poszukiwanie przecigcia prostej
AO, z okregiem 0, = 0(0,,x,). W tym przypadku obieramy taki punkt C,

ktory nie lezy na prostej A0, i taki, ze CO, > a,. Niech C, bgdzie $rodkiem
CO,. Niech punkty D, i D, bgda przecigciami o(C,,C,C) z 0,. Okrag o =

= o(C, D,) ma styczne w D, i D, przechodzace przez O, (prosz¢ uzasadnic).
Wobec tego na mocy (V) obrazem o, w inwersji wzglgdem o jest o,. Niech o,
bedzie obrazem pr. A0, wzglgdem o. Jesli zatem P, i P, sa przecigciami o, i 0,,
to Py i P; (wzgledem o) s3 przecigciami o, i pr. AB.

Udowodniliémy zatem, ze Mascheroni mial racj¢. Mozemy wiec kazda konstrukeje,
wykonalng cyrklem i linijka, wykona¢ samym cyrklem. Wiemy nawet jak.
Oczywiscie na ogdl istnieje konstrukcja prostsza od tej, ktorg uzyskaliby$my
nasladujac w podany wyzej sposéb znane konstrukcje cyrklem i linijka.




