
Pl - odcina co najmniej tyle, co PV1' .zas

p, - co najwyzej tyle, coPVI •

Niech terazVt i V2 beda dwoma róznymi wektorami jednostkowymi i niech
PVI i PVl beda plaszczyznami odpowiadajacymi im na mocy lematu. KuleK(O, R),
w której leza zbiory C,M i Szrzutujemy na plaszczyzne wyznaczona przez
wektory Vt i V2 (obrazami plaszczyznPVt i PVl beda proste).
Z rysunku latwo wywnioskowac (i nietrudno dokladnie udowodnic), ze kolo
bedace przekrojem plaszczyznyPVl z kula K lezy miedzy plaszczyznamiPl i P2

równoleglymi doPvI' a których odleglosc jest nie wieksza niz2R sin 1:: (v l ,v2).

Wynika stad, ze zbioryMr.Pv~ i Mr.Pv~ róznia sie o podzbiory warstwy kuliK
pomiedzy plaszczyznamiPl ip2 i wobec tego miaryMr.Pv~ i Mr.P:;' róznia
sie co najwyzej o miare tej warstwy, mniejsza od2nR3 sin1:: (vl, v2) (dlaczego?).
Jezeli teraz wektoryVl i V2 sa bliskie, to sin1:: (vl, v2) jest maly i maly jest
równiez modul róznicym(vl) i m(v2), a wiec funkcjam jest ciagla. Analogiczne
rozwazania przekonuja nas o ciaglosci funkcjis. W poprzednim artykule
udowodnilismy, ze dla dwóch dowolnych funkcji ciaglych o wartosciach

, rzeczywistychiI iJ;, okreslonych na sferze dwuwymiarowej istnieje punktx taki,
zeiI(x) =fl(-X) orazJ;,(x) =J;,(-x). Zastosujmy to twierdzenie do funkcjim
i s. Okaze sie, ze dla pewnego wektorav mamy m(v) = m( -v) i s(v) = s( -v).
Ale wektory v i - v róznia sie tylko zwrotem i wobec tego plaszczyznaPv jest
prostopadla do -v i poniewaz na mocy lematu istnieje dokladnie jedna
plaszczyzna polowiaca C i prostopadla do danego wektora, wiecP-v = PV' Te~az
jest juz jasne, zeP::'v= P; i p.(Mr.P;) = m(v) = m(-v) = p.(MnPt), a wiec
plaszczyznaPv polowi zbiór M. Analogicznie sprawdzimy, ie polowi ona równiezS.
Mozna kroic!! '
Na zakonczenie dwa pytania pod adresem Czytelników:
Czy istnieje podobne twierdzenie "plaskie", tzn. mówiaceo podzbiorach
plaszczyzny? (Zob. Dwudziesta Czwarta Olimpiada Matematyczna WSiP 1974,
str. 42.)
Czy mozna zastapic miary zbiorów jakimis innymi ich funkcjami? (np. srednicami?)

Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 88. Dany jest trójkat ostrokatnyABC. Na zewnatrz niego konstruujemy takie dwa trójkaty.
ABKi CAL, ze <j:: BKA = <j:: ALC = 90°, <j::ABK = <j:: CAL = qJ< 90°. Niech K' i L' beda
rzutami prostokatnymi punktówK i L odpowiednio na bokiAB i AC, M Zas takim punktem
odcinka BC, ze CM = MBtg1qJ. Udowodnic, ze trójkaty ML'L, KK'M i KAL sa podobne
w stosunku sinqJ:cosqJ: 1. (Jerzy Mitek)
Rozwiazanie na str. 2

M 89. W szeregu ustawionon uczniów (n ;;;.2) ponumerowanych kolejno liczbami od l don.

Na dana komende uczen-moze zamienic sie miejscem z innym uczniem lub pozostac na miejscu.
Czy jest mozliwe, by po dwóch komendach uczniowie ustawili sie w szeregu tak, by pierwszy
uczen mial numern, a nastepnie kolejne numery od l don-l?
Rozwiazanie na str. 11

M 90. Ciag Sm okreslony jest dlam ;;;.4 wzorami
S4 = l,
Sm+l= sm+l· (m-2)+2' (m-3)+ ... +(m-3)· 2+ (m-2)' 1.

Udowodnic, zeSm = ( : ).
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 30. Jednorodny pret o dlugosciL stoi pionowo na gladkiej podlodze przy scianie o gladkiej
powierzchni (patrz rysunek). Dolny koniec preta zostal delikatnie popchniety i zaczal swobodnie
odsuwac sie po plaszczyznie prostopadlej do sciany.
Pod jakim katem pret bedzie nachylony do podlogi w momencie, w którym górny koniec preta
oderwie sie od sciany?
Rozwiazanie na str. 11
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