py — odcina co najmnicj tyle, co py,, zat
P2 — co najwyicj tyle, co py, .

Niech teraz v, i », beda dwoma réznymi wektorami jednostkowymi i niech

Py, 1Py, beda plaszczyznami odpowiadajacymi im na mocy lematu. Kulg K(O, R),
w ktorej leza zbiory C, M i S zrzutujemy na plaszczyzn¢ wyznaczong przez
wektory @, i ©, (obrazami plaszczyzn p,, i p,, beda proste).

Z rysunku latwo wywnioskowa¢ (i nietrudno doktadnie udowodnic), ze kolo
bedace przekrojem plaszczyzny p,, z kulg K lezy migdzy plaszczyznami p, i p,
réwnoleglymi do p,, a ktérych odleglo$¢ jest nie wigksza niz 2R sin ¥ (2,,2,).
Wynika stad, ze zbiory MnP;} i MnPJ, réznig si¢ o podzbiory warstwy kuli K
pomiedzy plaszczyznami p, i p, i wobec tego miary M Pt i M P, réznig

si¢ co najwyZej o miarg tej warstwy, mniejszg od 2zR? sin & (2,,9;) (dlaczego?).
Jezeli teraz wektory @, i o, sa bliskie, to sin ¥ (2, ,9,) jest maly i maly jest
réwniez modul réznicy m(o,) i m(,), a wiec funkcja m jest ciagla. Analogiczne
rozwazania przekonujg nas o ciaglosci funkcji s. W poprzednim artykule
udowodnili§my, Ze dla dwéch dowolnych funkgcji ciagltych o wartosciach
rzeczywistych f; i f; okredlonych na sferze dwuwymiarowej istnieje punkt x taki,
ze fi(x) = fi(—x) oraz f,(x) = f(—x). Zastosujmy to twierdzenie do funkcji m

i 5. Okaze sig, ze dla pewnego wektora  mamy m(2) = m(—2) i s(v) = s(—2).
Ale wektory # i — o rdéznig si¢ tylko zwrotem i wobec tego plaszczyzna p, jest
prostopadia do — 2 i poniewaz na mocy lematu istnieje doktadnie jedna
plaszczyzna polowiaca C i prostopadia do danego wektora, wigc p_, = p,. Teraz
jest juz jasne, ze P*, = P; i uy(MnP;) = m(?) = m(—2) = p(MnP}), a wigc
plaszczyzna p, polowi zbiér M. Analogicznie sprawdzimy, Ze polowi ona réwniez S.
Mozna kroié!!

Na zakoriczenie dwa pytania pod adresem Czytelnikéw:

Czy istnieje podobne twierdzenie ,,plaskie”, tzn. méwigce o podzbiorach
plaszczyzny? (Zob. Dwudziesta Czwarta Olimpiada Matematyczna WSiP 1974,
str. 42.)

Czy mozna zastapi¢ miary zbioréw jakimi$§ innymi ich funkcjami? (np. $rednicami?)

i Zadania

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 88. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Na zewnatrz niego konstruujemy takie dwa trojkaty.
ABK i CAL, 7e < BKA = 4« ALC = 90°, < ABK = < CAL = @ < 90°. Niech X" i L’ beda
rzutami prostokatnymi punktéw K i L odpowiednio na boki AB i AC, M zas$ takim punktem
odcinka BC, ze CM = MBtg?p. Udowodnié, ze trojkaty ML'L, KK'M i KAL s3 podobne

w stosunku sing:cosg:1. (Jerzy Mitek)
Rozwiazanie na str. 2

M 89. W szeregu ustawiono n uczniéw (7 = 2) ponumerowanych kolejno liczbami od 1 do n.
Na dang komende uczen moze zamieni¢ si¢ miejscem z innym uczniem lub pozosta¢ na miejscu.
Czy jest mozliwe, by po dwéch komendach uczniowie ustawili si¢ w szeregu tak, by pierwszy
uczefi mial numer n, a nastepnie kolejne numery od 1 do n—17?

Rozwigzanie na str. 11

M 90. Ciag s, okreslony jest dla m > 4 wzorami

S4 = 1!

Smyr = Smt1: (M—2)+2+ (m—3)+ ...+ (m—3)- 2+ (m—2)- 1.
Udowodnié, 7€ s, = ( ': )
Rozwigzanie na str. 6

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 30. Jednorodny pret o diugosci L stoi pionowo na gladkiej podiodze przy scianie o gladkiej
powierzchni (patrz rysunek). Dolny koniec preta zostat delikatnie popchnigty i zaczal swobodnie
odsuwac si¢ po plaszczyznie prostopadlej do sciany.

Pod jakim katem pret bedzie nachylony do podlogi w momencie, w ktorym goérny koniec preta
oderwie si¢ od $ciany?

Rozwiazanie na str. 11



